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Д. Цибульските
3. Класс SB⅛,1n и обобщенные формулы А. Сельберга

3.1. КлассПусть
(3.1)

к (3.2)>1
к (3.3)

Будем называть n весом преобразования Sf, a h — его порядком. Выражение (3.1) имеет смысл и для Λ < 0, так как S“1 = S1.
Определение 3.1. Преобразование ¾ принадлежит классу SB*. „ (Λ>1, n≥A), если Ss есть линейная комбинация конечного числа преобразований S/ веса ≤ п и порядка ≤ А.Очевидно, что (3.4)
Теорема 3.1. Если

SreSEh n, то 5/£е®„1рЯ+1. (3.5)Доказательство. Можно предполагать, что Луесть преобразование (3.1) порядка А>1 и веса п.Из формулы (2.7), полагая ∕=1, g=μ, имеем: (3.6)Имея в виду это (»отношение и тот факт, что
si(∏ ⅛≡ (3.7)

получаем далее:
SfL= -HS*+'S l ∏ ^ + (чл.е<В*, я+1). (3.8)

к

к
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В силу (3.2)
1 + 2 Л/ ≥ Ä + 1,7-1 вес преобразования
si∕,si ∏ Sįi√-∣равен
2+2 С/+1)⅛-(А +1)= 2 С/+1)¼-Л+1 =и+1, 

7=1 7-1а порядок - (Л + 1). Тем (3.5) доказано.Из определения класса ВА>„ следует:
Теорема 3.2. Если

Ą-eBA.„, ¾≡S*,m∙  τ0 ¾¾e!B⅛+tιn+m.

3.2. Формулы А. Сельберга в классе ®А.
Теорема 3.3. Пусть S∕e^8l,n. Тогда

∕h + m∖
■S^m + l+A ξ ⅛ ) n+m + l∙

Доказательство. Будем предполагать, что S}задано в виде (3.1) и имеет порядок A≥ 1 и вес и. Вследствие (3.8) и формулы 5,ll Sl°=Sλ получаем:
S∕L= — ASλ⅝+(4Λ∙ е®А, n+ι). (3.9)В силу Т.3.1. Т.3.2 и того факта, что S,λ ∈S1j1, применяя (3.9) к сумме SfL ≡ е®*+1,л+1>  имеем:S∕1∙ = (Λ+ 1) Sy+ (чл. ∈ л+я).По индукции верно соотношение:
■S^+i + f-l)" SX+,¾ = (4Λ.∈S* +m,n+m+1)∙ (З.Ю)

Из формулы (3.10) для арифметической функции∕=Λ с (w-l) вместо т получаем:
Sn + (-l)"^lm^"+l = (4^.e⅛π,tl). (З.И)

ΛLИмея в виду Т.3.2 и формулу (3.11), из (3.10) выводим соотношение5Λm+1 + (A-l)!m! sλz." sfsa (4jl∙ e s*+"∙ ”+"+*) ’

что и доказывает теорему.Полезность параметра т будет видна в дальнейшем. Пусть⅛n+l=Λι+ι (~Sλ∙где ®„+1 - многочлен, введенный в Т.2.3.
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Теорема 3.4. Если Sze®*„,  то

h + m∖1 + m} ⅛m+ι⅛-,s/L’"+ie®*+»<. n+n+l∙Доказательство. Из соотношенияs',m÷ι + ('n+1)sΛlm≡≡n,n+ι (3.12)следует утверждение теоремы. Докажем (3.12). В случае т=0 по Т.2.3 (3.12) верно. Пусть⅛ +"1S, m-l≡Sm-ι, „■
m ALОтсюда следует, что

(⅛m + mSALm-t)L = SpmL + e ®m, m +1 •

По формуле (2.8') имеем
⅛m= —SASpml + SrmlL. (3.13)В предположении, что (3.12) верно для (m — 1) и (3. 13), получается, что
⅛m+1 = — Sλ Spm + ⅛ml = mSA — m^ALm + (чл-e ®”>. ∏∙+ι)∙Имея в виду коммутативность преобразований Sj по Т.3.3 для функции /=А c (m —1) вместо т выводим
S m + mSA S m-ι∈Sm m+1.

AL ALПодставляя это в предыдущее соотношение, получим (3.12).
3.3. Приращение ∆5z сумм SjВ этом пункте доказывается свойство „медленного колебания" функций из класса 1В*.  „.
Лемма 3.1. Пусть

к
Sf=Sk ∏ ⅛≡s*."∙

Тогда ∕(α)>0.Доказательство. Из определения функций Λt следует, что Λ1=Λ>0.Докажем, что Λt≥0, к> 1. В силу определения Λ4 и Т.2.1,7 получаемΛ4L = (μ*L*)  L=p£*Z. ‘+A4+1.Имея в виду (2.29), получим, что— μL = μ*Λ.Значит, Λ⅛+1 — Λ*Λ⅛  + Λ4Z,.Из определения Sj имеем∕=μ*  * μ XL * * L * . .*L k* *L k

h раз Λ1 раз Λ4 раз.По (3.2) A1+ + Λ4⅞ft. Функция f есть произведение Дирихле неотрицательных функций, т.е. />0. В силу соотношения S*=S 1~*  лемма справедлив и для случая h<0.
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Теорема 3.5. Пусть SfeSB,, „ и N>0 — произвольная фиксированная 
постоянная. Тогда для x∣2<y<x имеем

2 ∕(α) = O(x-y)(xθ~lln,,-1x) + O(xβlιι-wx).

у < Na < х
Это соотношение равномерно по у и константы в О (...) зависят только 
от f и N.Доказательство. Не нарушая общности будем предполагать, что Sf задается выражением (3.1) с А>1. Для A≤0 из Т.2.9 и Т.2.6 следует более точная оценка.Пусть m=0. Применим Т.3.3, последовательно к преобразованиям S∕1, 
Sf, и т.д.

SfL+hSA Sf= Sf, е SB*,  „+1,S∕1 L + hSA S/, = Sf, ∈ SB*.  n+a,
⅛-√∙+hs^ ¾-ι - ⅛ e ®*.  •+"•

Из этих соотношений получаем, что
S m + Q(Sfa ...» 5д, Sax, ...» S' m-1. *¾,  .... S m-l)- 

fL AL f L= S7∈SB*, n+m, (3.14)где Q — многочлен c неотрицательными коэффициентами.По Т.2.12 для Sym∈SB*,  n + m имеем
SymΦ(x)=l xβP(L) + O(xβL*- 1), Φ∈X

где P (L) — многочлен степени ≤n + m+l. Вследствие Л.3.1 и формулы (3.14), получаем
0≤ ∕(a)lnmWa≤ 2 ∕m(a) =><Na≤x y<Na⅛x

= ę xβP(lnx)-∣ yθP(lny) = O(xβln^-1x). (3.15)
Для некоторой точки ξ, y<ξ<x имеем

xβP(lnx)-^ ∕P(ln>>) = O ((x-y)xβ-1ln"÷"-1x]∙

При x∣2<y<x после деления неравенства
0≤lπmy ∕(a)≤ 2 ∕(<*)ln" ,Λ⅛ =

y<Na⅛x y<Na⅛x
= 0 [(x-y)x*~'  ln',+",^1x) +O(xβlπ,,^1x) (3.16)

на lnmx получаем теорему c N=m- А + 1, так как т произвольно.
Теорема 3.5.А Пусть Sf eSB*,  „. \Тогда для [любого фиксированного 

N>0 существует константа K=K(f, N), такая, что∖ΔSf∖∖≤K(f, JV)xβ^11 Δx∣Ln^1 + O (xβL^',), 
причем неравенство равномерно по ∣ ∆x | при 0 ≤ ∣ ∆x ∣ ≤ J •
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3.4. Классы „ и формулы А. Сельберга в этих классахПусть f — арифметическая функция, такая, что S∕∈2⅛, „ и∕zΦ = F(D)Φ + O(Λ,), Φ∈9t, F(D)= £ α'"z,'n∙ (3.17)
m≈-pТогда р-1

P(L, f) = DF(D) I = 2 ≡-m-1 . (3.18)
m=0так как F(Z)) 1 =о_р-^∣-+ +а_2 ~ + a.1L + als.

P(L,f) будем называть остаточным многочленом числовой функции /. По Т.2.6 имеем для Φ∈9t и любого фиксированного ε>0, что остаточный многочлен арифметической функции f дает асимптотику Sf.Определение 3.2. Преобразование 'S} принадлежит классу 18*.  „, если Sze S4. „ и если остаточный многочлен арифметической функции f тождественно равен нулю.Класс S⅛n образован из преобразований S∕-≡S⅛, для которых оператор 
F(D) есть ряд по неотрицательным степеням/). Для преобразований Sz∈!8* π верны теоремы, аналогичные Т.3.1, Т.3.2 и Т.3.3.

Теорема 3.1. Если 18*  „, tuo SfLεVt+l, n+∣∙ 
Теорема 3.2'. Если

mo SfSsε⅜h+k',,+m∙Доказательства следуют из определения класса 18*.  „ Т.3.1 и Т.2.5. 
Теорема 3.3'. Пусть Sfe^* tπ. Тогда

∕h + m∖sfLm+1 + h∖ h ) s(λ-⅛) i-"5∕e‰∙ "+"+'■
Доказательство. По Т.2.7 и Т.2.8 преобразование

5 , ∈SBf,1.
λ сеПусть

sf=si ∏

J-1Тогда вследствие (3.6), (3.7) и того факта, что Sze!8J, „, по Т.3.1' получаем, что ‰=-AS 1 ¾∙+(4a.∈18b+1). (3.19)
λ сеПрименяя (3.19) к сумме s∕l∙ sfP. по индукции имеем:

5 m+ι = (-l)m+1(A + rn) ASm+1l ⅝+(4a.∈18J,+ra,π+m+1)./L ι a-⅛ (3.20)Пусть ∕=Λ--^θ . В этом случае A = n=l. В (3.20), заменив т на (m-l) по Т.3.2, получаем, чтоs∕ >4 Sz+(-Ip—ml $”•+■„ 5z=S∕,S∕∈18j* +m,n+m+1. (3.21)∖λ co)l"' λ сеУтверждение теоремы следует из (3.20) и (3.21).
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Теорема 3.6. Пусть Sze!B⅞l,. Тогда существует константа a=a(f т), 
такая, что

∕h + m∖∖1 +m) "+"+■•

Доказательство. Пусть⅛n+ι=Pm+ι(-SΛ. ~sλl"')∙
∕ h + m \s^b+m)s^-∖  ̂ (3-22)По Т.2.3, 2) для случая ∕=1, g=μ, Л=Л имеем⅛m÷ι = 5ι∖√*+vСоответствующий этому преобразованию оператор равен:ζ (Z>) (- 1 )"÷> E→ (O)]<"÷1> = а„ D^1 + am+1 + am+2D +где константы ат выражаются через С, θ и γt. Значит, остаточный многочлен арифметической функции Pm+1 равен константе а„, а функции f1, определяемой в (3.22) - константе а=а (f, т).В силу Т.3.4

Sf, ®h + m, n + m + l∙Значит,
*¾^l - flS1 ∈ ®£+т, л +Я1-Н *

3.5. Основное неравенство

Теорема 3.7. Пусть Sfe3SIιπ. Тогда существует арифметическая 
функция fl с S∕,∈SJ+ra.n+m+ι, такая, что

∕ h + m∖
∣Sz Л.+1 1+S/, 1 l≤( 1 , ) (m+l)Se-ι m∣5>l ∣ + O(xβL-).

f L ∖ 1 7И Į k L

Замечание. Очень важно, что в этом неравенстве остаток не зависит от целого числа т.Доказательство. По Т.3.6 следует, что существует константа а=a (f, т), такая, что для SzeSB*, n и 5∕1∈S⅛+m.π+m+1 выполняется неравенство:
I SfL„+l 1 + ¾ 1 I ≤ ( * * ” ) ⅛ra+11 Sf 1 I + О (χθ). (3.23)

В силу Т.2.3, 1) и 3) для/= 1, g=μ, Λ=Λ, Lm*μ=Λ n и Φe9l получаем: ∣⅛m+1φ∣≤^<-m+ll∣Φ∣≤SΛn+1∣Φ∣. (3-24)Из Т.2.8 следует, что/лА 1 (t) = lnfcΓ-(Cθ)^1γ0fcln*̂ 1∕+ ... +0(1).Остаточный многочлен функции Λra+1 равен:
P(L, Λra+1) = (m+ l)Lm-(CΘ)-1γ0(m+l)m7.'n^1 + ... =
= (m + V)Lm-bmLm~1 + ..., ftm>O, m>2.
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Значит,
P(L, Λn+1)≤(m+1)£", (3.25)если Z,>lnx0, x0>4. Пусть
*,ω=∣ ∑∕(β)∣. (3.26)Nβ≤xИмея в виду Т.2.13, рассмотрим сумму:sΛm+1l∙S,∕l 1= ∑ Λm+1(α)F(⅛)=

N(t<x

= ∑ Λm+1(k)[B(k)-B(k-l)]F  ̂== ∑[ Σ Λn+1(α)] [F⅛}-F (⅛γ)] =
к≤х Na≤ к= Σ ∑f'P(L, Λm+1) [f(±)-f(⅛-)] + fc≤x t<ζk

+o(∑Hf(rH(≡)l)∙' Λ≤xsΛn+l∣571l=∑ k*~'P(L,  Λln+1)F(i) + ft≤x
+o (Σk*1 f (-k)-ρ (⅛) I )∙ <3∙27>' fc≤x 'Пусть у<х. Тогдаι^ω-fωι≤∣ ∑ ∕(β)∣≤ ∑ ιz<β)∣≤ ∑ ∕.(β), (З.28)j><Nβ≤x j>¾Nβ≤x >><Nβ≤xтак как из определения класса 25*.  „ следует, что Sf есть линейная комбинация конечного числа преобразований, определенных в (3.1), а для функций /верна Л.3.1. Отсюда и вытекает неравенство (3.28) с Sf,e 58*.  „.Далее получаем, что∑ *β H⅛HUτ) l≤ ∑ *,Mτ)-⅝ι Ш]= A≤x fc≤x= ∑⅛1 (⅛>β→-1)βl = o(∑* β-1⅛1 (£))•⅛≤x x*≤x  'Так как Sr,eSh то по Т.2.12 имеем:SλΦ(x) = ∣ xeF(L) + O(xβL*- 1),

Φ∈9l, P (L) — многочлен (и-1) степени. Тогда для n≥h∑ (3∙29) fc<xИз (3.27), (3.29), (3.24), (3.25) и (3.23) следует основное неравенство.



600 Д. Цибульските

4. Функции Kt(η,∕) И Kt(η,/)

4.1. Основные свойства функций Kt(η, f)Будем рассматривать функцииr√η. ∕) = ⅛e-"SfL*(e) τ=^ e-ι ^ /(“) (1 ~ln^)‘ (4.1)Nι≤e,∣∕βгде f — арифметическая функция, k — всегда неотрицательное целое число. Эти функции обладают интересными свойствами.
Теорема 4.1. Если Jt>l, mo Vk (η,f) дифференцируема и

∏*(η,  ∕)=Kt-ι(η, f)-Vt(τι, f).Доказательство. Для fc>l по определению 5} получаем соотношение:⅛β π x^θ Σ ≠winfc ⅛)=
Na≤kx= (χβ^' (Γ⅛τ x^β Σ ∕(α)ln*̂ 1 ⅛) dx-

Na<x
tЗаменив х на e0t путем почленного интегрирования имеем, чтоh

vt (η, f) = ⅛ f e,~η Vt.l (t, f) dt, (4.2)

так как
κt(0,∕)=0.Из (4.2) и
H(η,∕)=-j f e-^Vk.1(t,f)dt+Vk.1(-ri,f)о *следует утверждение теоремы.

Следствие. Для fc≥0 справедливо равенство:∕ n(rr∕)Λ=∑ ^÷>(η.Λ + ∕ vk+m(t,f)dt. (4.3)0 >=1 о
Теорема 4.2. Пусть И*  (η,∕) = Vk.

m=0 ∖m'Доказательство следует из Т.2.2, III и определения функций Vk (η,∕)- Очевидны соотношенияκ4(η.∕+g)=Mη, Λ+n(η. г)K4(η, с f) = cVk(-η, f)■,
с — любая постоянная.Кроме этих формул, понадобится выражение Vk (η,∕.g) через Km(η,∕) и (η, g).
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Теорема 4.3. EcΛuk'≥∖ и m+n≈k-∖, то

vk to,f∙g)=γ f К.(f. ∕)VΛn-ι. g)Л.0Доказательство. Из соотношения (4.2) при fc>l имеем
^(η.∕∙g) = ∣ ∫ e→-'>Kt.l(r,∕*g)<ft.  (4∙4)

о

По определению функций Vk получаем, далее, e-⅛-') rt-1(Z, ∕*g)=  Vm(t, f) Kt-m.1(η-Z, g), что с (4.4) и доказывает теорему.
Теорема 4.4. Пусть для некоторой константы σ4rt(η. ∕)=θ(ηo)∙

Т огда η k
f f'l>(t,f)a≈∑ rf(η,∕) + ⅜ P‰1(η,Λl) + O(ησ).6 j=l

Доказательство. Так как
K.(η, 1)=C+O(M),

то по Т. 4. 3 имеем, что
∣z*÷l(η, ∕*l) = -⅞ / rt(Z,∕)Λ + O(η°). (4.5)

оИз следствия Т.4.1 и (4.5) следует утверждение теоремы.
4.2. Класс мажорант Kt(η, f)Пусть
aκ = at(f) = -[lim

7)→<X

In I Vk (η. ∕)I. 
■ In η — In θ∣

(4∙6)
Из определения функций Vk (η, f) следует, что константа ak ограничена снизу некоторым конечным числом, зависящим от k и f. В этом пункте предположим, что ak — конечное число.Введем класс функций, мажорирующих функцию Vk (η, f). Эти мажоранты будем обозначать через Vk (ηι /),

Определение. Через Vk (r∣, f) обозначается любая функция
Mη, ∕) = η^°*c(η). (4-8)
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где 1) ак - конечно и задается формулой (4.6);2) c(η) - медленно меняющаяся функция;3) с (r∣) такова, что
Й-М=1. (4.9>

г*«  η *c(η)Из (4.6) и определения верхнего предела следует, что класс мажорант Vk не пуст.Медленно меняющиеся функции характеризуются условием 
z>0 - любое фиксированное число. Для медленно меняющихся функций, интегрируемых на любом конечном интервале, верна

Теорема Карамата [14]*'.  Интегрируем на любом конечном интервале 
медленно меняющаяся функция h (х) допускает следующее каноническое 
представление

Xft(x)=9(x)exp∣∫ Λ∣,
где при x→a>, ⅞(x)→⅛≠0, ε (x)→0, β>0. Доказательство изложено в книге Линника и Ибрагимова [15]. Для функции с (η) получаем:c(η) = (l+o(l))exp([-≤⅛S), ε(η) = o(l). (4.10)

оВ интегральном исчислении известны формулы Бонне, вследствие которых доказывается вторая теорема о среднем значенииi*f /W g W dx,

агде g (х) — интегрируема в этом интервале, а f(x) - монотонна в промежутке [а, 5]. Применяя эту теорему к медленно меняющейся функции c (t) при фиксированных s>0, v>0, получаем, чтоη ηf l,^1c(!)Λ~c(η) f ts^1dt (4.11)
0 6

7) ,>
[ t1~1 (η-t)v-1c1{t)ca(t)dt~c1(η)ci(η) f ts~1(η-f),,-1dt. (4.12)

о оТеорема 4.5. Если αn = αn(∕)<l, an = an(g)<l, то для любых функций 
Vm (η, /) и V„ (η, g) верно неравенствоI Kn+,+l(η, ∕*g)∣≤∣ B(l-On, l-¾) (1+O(l)) η∏m(η, ∕)K,(η, g),

где В (х, у) — бета-функция Эйлера.

•) Список литературы продолжается.
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Доказательство следует из Т.4.3, имея в виду (4.12).
Теорема 4.6. Для функций Vk (η, /) верно неравенство 

∣Kt+1(η,∕)∣≤∣ (l+o(l)) Kt(η,∕),

Доказательство получается по (4.2) при ⅛>0. Этим устанавливается, что максимальный порядок роста функции Vk не увеличивается с ростом к. 
Теорема 4.7.

∣κ⅛(η, ∕l")∣ i 
η→*⅛∕)  "О" и Um

η→α>

∣K⅜⅛∕)I -θm 
η^", Kt(η. ∕lm) 'Доказательство. Из Т.4.2 имеем:

vk(ri, ∕L-)=(if κ4(η, ∕)+0 ( Σ (τΓ^j, Wη∙ ^∣)- 
а из Т.4.6:

vk (η, ∕im)= (if yt (η. f) + О (η",^1 Vk (η, /)) , (4.14)

что и доказывает теорему.
4.3. Следствия обобщенных формул А. СельбергаКаки прежде, будем предполагать, что ak = ak (/) < го πpπ⅛=O, 1, 2, ...и $,е®м.

Теорема 4.8. Если

Sfe1⅛π, то K0(η, ∕) = O (η*~ 1).Доказательство следует из определения класса ®£„ и Т.2.12.
Теорема 4.9. Пусть Sγ∙∈SB* ι0. Тогда для любого fc>l существует целое 

число т, арифметическая функцияfl, зависящая от f uk с S∕,≡8{+nι,t,tι, 
такие, что для любой мажоранты Vk.1 (r∣, f) и K0(η,Λ—^θ) имеет место 
оценка-. I и*(ч,  ∕)∣≤O (κt.1(η, /) κ0 (η, Λ-⅛)) + (⅜f,,,^'∣ Kt(η, ∕x)∣.

Доказательство. В силу Т.З.Г При целом m'>0

SjLm' θ ®A+m', n + m*'Применяя Т.3.3' к этому преобразованию и имея в виду определение функций Vk, получим формулу типа формул Сельберга:
∕h + m' + m∖ ∣∣ i \ ,\Kt(η, ∕Z,-"÷"∙'÷i) + (⅛ + m') ę a + wj, ) Vk {τl, (A--+s)L"∙*fL'')≈  = ^(η.∕ι), (4.16)где ,^∕∣ θ Λ+∕∏+∕n'+1∙По Т.4.3, имеем, чтоKt(η, fL^'^) + (ħ + m') (f***" 1) j ∕ Vo ('. (Λ-⅛) i") ×

× yk-ι(rt-t, fLm')dt= Vk(τl, ∕1), fc> 1. (4.17)
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Пусть mum' столь большие, что
β*-ι(∕)-" ,'≤θ> ao (λ-⅛)-m≤0∙ (4.18)Это возможно в силу конечности ak. Из определения ak и Т.4.7 получаем, что

И

"k-ι (fLm') = ak.1 (f)-m' ≤ 0 (4.19)
Для оценки интеграла в (4.17) можно применить Т.4.5. Следовательно,

о

Из последнего соотношения и (4.16) получаем:
(4.20)

(4.21)В силу Т.4.7 можно предполагать, что
>,l-l(η, ∕∆'"') = (⅜f ∏t(η,∕), (4.22)λ-⅛)∙

Из (4.21) и (4.22), имея ввиду (4.14), получаем утверждение теоремы с (m + m') вместо m.
Теорема 4.10. Пусть Sr^Rk n. Тогда для любого фиксированного N>0 

существует константа K=K(f, N), такая, чтоI ΔK0(η, f) I ≤ К (f. N) η"^11 ∆η ∣ + О (η-").
Это неравенство равномерно по ∆(η) при 0≤ (∆η) ≤ 1.Доказательство следует из T.3.5a и Т.4.8.

4.4. Оценка функций VkПусть α0(∕)=∞, Sze⅞Bf „, n≥l. Из определения функций Kt(η,∕)и константы ak(f) имеем, что
In х-в /(а)

(*)Для функций Sz∈S4, „ и ∣<y<x по Т.3.5 верно неравенство:0<x^β 2 ∕(a)<emta2 (c1(lnx)"^1 + ca(lnx) m+h 1),
где c1 > 0 и ci > 0 абсолютные постоянные, т > 0 произвольное число. Изпоследнего неравенства следует, что условие (*) выполняется, если

m>M In lnx,
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М>0 — достаточно большое фиксированное число. В классе S⅛ „ остаток’ ный многочлен арифметической функции f тождественно равен нулю. Значит, если α0(∕)=∞, 5ze!BJ,n, то∏o(tj, Z) = O ((⅜)^m,° ^),
Л/>0 — любое фиксированное число.

Теорема 4.11. Пусть Sz∈SB* n. Тсгда для fc>l и функции K0(η, 
с конечным а0 (Л —верно неравенство

κ4→(η.∕)=o (η"-1f⅛(η. λ--⅛))∙ (4.23)
Если α0(Λ-^!θ)= оо, то

Kt-ι(η.∕) = θ((-5-)^^,1"⅜) (4-24)
для любого фиксированного М >0.Доказательству теоремы предпошлем пару лемм.

Лемма 4.1. Пусть 5z∈S* -n. Тогда для k^≥ 1 и любой мажоранты K4 (η,∕) 
верна оценка'.∏t-ι(η, f)=θ ([η--1 κΖ(η,∕)Γfτ)∙

Доказательство. ПустьH*=K 4(η.∕), Vk=Vk(ri,f).По Т.4.1 и теореме о конечном приращении для O<(∆η)≤σ<l Hη<ξ<η+σ имеем, чтоσ∣ Kk.ι(ξ, /)- Kt(ξ, ∕)∣ = ∣ΔM = O(Pt). (4.25)Пусть k = 1. Из Т.4.10 вытекает, что для 0≤σ≤ 1I Vo (ξ, /)- Ko (η, Л l=O (ση-1) + O (η-"), (4.26)Λf>0 — любое фиксированное число. Отсюда и из (4.25) имеемKo=K0(η, Л = О(оч’-‘) + О (^) + 0(η-η. (4.27)Пусть σ = (η-"+1^ι)2"и N>0 - достаточно большое. Тогда для случая fc=l лемма доказана. Для любого к лемма доказывается по индукции. Из
^-1 = O([η"-1 %!]‘). *≥2  (4.28)
∆rt-1 = 0(σKt.2), fc>2следует, чтоP*-ι(η,  ∕) = O(σ⅞-t) + θ(-^-)∙

(4.29)
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Пусть
Тогда

Vk-ι = O([Vk-iVkf). (4.30)Из (4.28), учитывая (4.30), получаем утверждение леммы.
Лемма 4.2. Пусть для некоторого фиксированного целого ⅛> 1

fi⅛ --------------,n(η, ∕)l--------- = оо, Sze ®А* „. (4.31)n*̂ β (ηθ^1)"^1 ∏0 + ' (1). Л_ёё)
Тогда существует целое т и арифметическая функция f1 с

Sj∖G^∂ħ+m, л+т+1» 
такие, что1⅛ ------------- ln(η.√))J--------- j- = co. (4.32)η→≈ (ηβ-lyι÷m l⅛+ι (η, Λ--δ5)Доказательство. ДляS∕∈‰ S∕1∈C* +m, л+т+1и некоторого целого т из Л.4.1 и Т.4.9 получаем оценку: l^(η,∕)l≤O ([η-1rΖ(η,∕)]r7τ К, (η, Λ-⅛)) + 

+ (∣)^",^'l^(η. /1)1- (4.33)
Пусть (4.32) неверно, т. е.,(⅞)-'"-X(η,∕1)ι=o ((⅞Γ1^+1 (η. Λ-⅛))∙ (4.34)

Из условия (4.31) следует, что существует такая функция σ (η)→oo при η→∙oo, чтоfiį ------------------- ■ Z)! ι------ 11 (4.35)η^"" (ηβ^1)"^1 *⅛ +1 (ч. A- σ(η)σ(η) = ηMη).! (4∙36>где ⅛ — неотрицательная константа, а (η) — медленно меняющаяся функция.Если {η'} такая последовательность, что^(η'.∕)~(⅞)"^'^+l (√. Λ-7L)σ(η'), 
то из (4.33) и (4.34) имеем: ,

1 κjt(η', ∕)∣≤c1 [(⅜)"^, vkkW, ∕)]τπ v<, (η'. Λ-⅛)+
+ c≡(⅞^) P° + 1 (γl,∙ Л_ Сб)’
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C1, Са — абсолютные постоянные. Заменив Ffc (η', /) эквивалентным выражением, имеем, чтоа---------------------------- l2⅛⅛a∣(η-e-ι)"-*∏ +l --------------------------------------- ⅛7ι~>0∙
(η'1 λ-⅛) (°(γ∣')-c∙) k

(4.37)
С другой стороны, из (4.35) и (4.36) следует, что существует некоторая мажоранта ^(η. Λ=(⅞)"^' ^o+' (η. λ-⅛) ’(ч)>
для которой формула (4.37) неверна. Тем лемма доказана.Доказательство Т.4.11. Пусть соотношение (4.31) выполняется для некоторого фиксированного fc⅛ 1. Из JT.4.2 следует, что существует последовательность преобразований

{ Sfl } С SflG n-l+ml+b для которыхЕп_________________ 1^∙∙λ>z1------------rτ = 00.
(η0-√ '+m∙+'vk+' (η,

Вследствие Т.4.8 получаем, что если∙yΛeS* +np „_1+П/+,, то V(η,Λ) = O(ηh+",'^').Далее, из Т.4.6 следует, что

(4.38)

(4.39)Для выполнения (4.38), по (4.39) следует, что должно иметь место неравенство
h + m∣- 1 ½n-2 + ml + l-(k + l)α0 (4.40)1∙ а»(Л--^)<от'

Тогда для достаточно больших I неравенство (4.40) не будет верно. Значит, тогда Fi(η,Λ) = O (η"-2÷m'-'K⅞+> (η, Λ-⅛j)).
Это I часть Т.4.11 для fc>2. Если к= 1, то из JI.4.1 и Т.4.11 в случае fc=2 получаем доказательство теоремы.π- ^(λ-⅛)=∞∙
По (4.21) дляk = l,m,> аои o0(λ--⅛θ∖ = ∞ выполняется неравенство

a1(f)-(m + m,+ l)≥min[(<⅞(f)-m'), ak(∕1)]. (4.41)Будем различать два случая.1) α0(∕)=co.В этом случае по Т.4.6 имеем, что
¾(∕) = ∞. Vi (η. ∕) = o(κ0(η,∕)j,
2) ⅛(∕)< ∞.
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Тогда и a1 должно быть конечным. Взяв m, и m достаточно большие, получаем, что существует преобразование¾ θ ®Л+/я+т', n+m+m' + ∣>для которого
a1(f)½m + m' + ∖+al(f1). (4.42)Из (4.42) по индукции получаем, что существует последовательность{S∕,} с ¾,z≡δjf+mjιдля которыхα1 (∕)S≈zn, + Z-l+¾ (∕∣). (4.43)В силу (4.39) должно выполняться неравенствоα1 (∕,)≥ 1-m,-Λ.Из (4.43) имеем, что al (∕∣)⅛∕-А. Так как/произвольно, то α1 (∕) = ∞. Значит, если a0 ^Λ--^θj = ∞, то должно быть и a⅛(∕) = ∞. II часть теоремы доказана.
4.5. Оценка f Ko(∕,/)Лη

Теорема 4.12. Пусть SzeBJπ. Тогда для η<η'<2η имеем

f f'o(>, f)dt=O ∕η∙→ Й (η, Λ-⅛)Yη 'Доказательство. Из Т.4.4 следует, что
f ^o(t,f)dt=∑ Vjfr,f)+½ Kk÷l(η,∕*l)  + O(η^β*l,,+'). <4.44)6 ;=iПо Т.4.8 имеем, чтоKo(η. Λ-⅛) = O(1).

А по Т.4.11 для SzeS⅞π, fc>l следует оценка:
k

1 ∑ Kj.(η, f) l≤C17f→g(η. Λ--d5)ly-ι
Ct — абсолютная постоянная.Оценим второй член из (4.44). Преобразование S1e⅛B0,ι∙ Если S}∈Sjf⅛, то существует такая константа а, чтобы

SzS1 — aSι ∈ S* ι ∏+ι∙По Т.4.11Kt+1(η, ∕*  1)= vll+1 (η, a) + O (η" V* 0+2 (η,
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Из Т.4.6 имеем, далее, что
Vt+ι (η. a)=a + O (1).Тогда F∙t+1(η,∕*l)=α  + O (η"K⅛+2(η, Л - ⅛)) • (4.45)

При fc>α0-, (Λ-⅛)получаем, что η^Γ⅞+2(η, Λ-⅛) = 0 (η"→K5 (η, Λ-⅛))∙
Подставляя полученные оценки в (4.44), находим, что

f K0(Γ,∕)A = fl + O ∕η"→Kg(η, Λ-⅛
0 \

а — константа. Из этого соотношения утверждение теоремы следует немедленно.
Вильнюсский Государственный Поступило в редакцию
университет им. В. Капсукаса 30.IX.1969

Литература
14. J. Karamata, Sιιr line made decroissance reguliere theoremes fondamentaux, Bull. Soc. Math, 

de France, 61 (1933), 55 — 62.
15. Ю.В. Линник, И. А. Ибрагимов, Независимые и стационарно-связанные величины 

Μ., „Наука", 1965.

LAISVOS SKAITINĖS PUSGRUPĖS GENERUOJANČIŲ ELEMENTŲ
PASISKIRSTYMO KLAUSIMU. П
D. Cibulskytė 
(Reziumė)

Tegul

sf=st ∏ ⅛
7=1

k k
∑ a7>λ- ∑ (j+1)¼-A=λ, 
7=1 7=1

Λ>l, n>A.

Skaičius A vadinamas sumos 5} eile, o n — jos svoriu. Sakysime, kad S/priklauso klasei Sλ, n (A> 1, 
n>Λ), jei ∣S∕yτa tiesinė kombinacija baigtinio skaičiaus sumų Sgt kurių svoris ≤nir eilė ≤ h. Klasę 

n sudaro sumos, tenkinančios sąlygą:
5/Ф(х) = 0(хв1пА-1х), Φe9l.

Dar apibrėžiamos funkcijos
Д

F*⅛  ∕)=^∣ e-*S zL*(e β)

ir ∏i(η∣ f), turinčios savybę:

^∣Kt(η,∕)ll Kt(η,∕)=l,

kur/ — aritmetinė funkcija, o Ar>O — sveikas skaičius. Šioje dalyje įrodoma 
Teorema. Tegul π,

a° (λ~<⅛)s- >“ I f∙ (1>∙ λ-⅛) I/ (ln,∣-lnθ)∙
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Jei fl0(∙Λ∙- )<co ir A>l, tai

Ft-1(η, ∕)=O (η"^1 V? (». λ∙-⅛))∙

Jei a0 (л—"cθ )=∞ ir Jt>l, tai 

>'.-,⅛Λ-o((⅜)-→). 

kur M>Q — bet koks fiksuotas skaičius.

ÜBER VERTEILUNG DER BASISELEMENTEN IN DEN FREIEN 
ZAHLENHALBGRUPPEN. П

D. Cibulskytė

(Zusammenfassung)

Es sei
к к к

sf=si, Π ⅛∙ Σ h>½h∙ Σ (√+l)*y-Λ=B,  Λ⅛l, л>л.
∕=∣ J=l y≡l

Die Zahl h heisst die Ordnung der Summe S/ und n das Gewicht derselber Summe. Die Summe dy
gehört zu einer Klasse ®л, π, wenn Sf als eine lineare Relation der endlichen Zahl von den Summen 
S; mit der Ordnung ≤A und mit dem Gewicht ≤λ darstellbar ist. Die Klasse ®*  n ist von solchen 
dummen d/ gebildet, für die die Bedingung

d∕Φ (x) = O (χβ lnA_1 л), Φ∈5l
erfüllt wird.

Es sei/eine zahlentheoretische Funktion, к>0 eine ganze Zahl,
T|_

∏*(η.  ∕)=⅛ e-’S/L‘(ee)

und die Funktionen Vk (η, /), für die

^JKt(η,∕)∣∕ Kfc(η,∕)=l 
ist.

Es wird das Theorem bewiesen.
Es sei S/e®I

wo M>0 beliebige Konstante ist.


