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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ОБРАЗУЮЩИХ ЭЛЕМЕНТОВ В 
СВОБОДНЫХ ЧИСЛОВЫХ ПОЛУГРУППАХ. ШД. ЦИБУЛЬСКИТЕ
5. Доказательство основной теоремыОсновная теорема будет доказана в форме
M^λ-⅛)=0((⅛)-λ'4) <51>для любого фиксированного М>0, так как по определению функций Vk (η,∕) из (5.1) следует соотношение
X (A(«)-^) = o((x’(lnx)-Mta1"')Nα≤∙r

Ψ(x) = -⅛- 2 1+о(х’(1пх)-м1"1пл) = 4-л’ + °(х90п;с)"Л/""ЛХ)«

Утверждение теоремы следует из последнего равенства после применения формулы суммирования Абеля.
Основная лемма. Пусть α0(λ—конечно и

iim ∕.(y)∣ ,>0.М-Гй. (5.2)
Тогда существует целое число m>0 и преобразование 5}1 ∈φj+m ,,+m+1 
такие, что

lim
η→n

(5.3)
Доказательство. Применяя теорему 3.7 к преобразованию 

SfLm' e ®Л+т*»  п+т*имеем, что∣szi,n+m∙+1 1 +sfl 1| ≤(m+ 1) (hl+" + m') ⅛-U-"∣⅞x"'1∣ + 
+ О (х» L"+",).Пусть
⅛-ι fcβ-1lnmfcF (^),

F(x)=, 2 ∕(α)lnm'Λrαj∕Vz≤x
(5.4)(5.5)
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Очевидно, что
⅛ + 1

+ f ^1π"4[f(^)-f(A)]λ.АгДля любого фиксированного m>QЛ+1
[ t0-1]nmtdt = O(k°).

кТак как
SfLm' θ^Λ+m', n+m' »то существует такая арифметическая функция /2 сS∕,eSJ+m∙.n+m., чтобы ∣∕(α) lnm'yα∣≤∕sТогда для k≤t≤fc+1 имеем:
f(÷)-f(÷)≤

(5.6)
(5.7)

Σ
X .. л-—r<Nα≤- fc+ к

А(«).
X 

~кИз (5.5) в силу (5.6), (5.7) и (5.8) следует, чтоSte-ι Lm\SfL„- 1 ≤ f r≡→ ta-"tF(^) dt + 
I

÷4∑∕(¾i⅛)-¾i(⅛γ))).

По теореме 2.12 для
Sftε^ħ+m', n+m,>получаем ФеЭг

(5.8)

Sf. Ф W = 4 л’Р (L) + О (xβ Lh+m'-1), где P (L) — многочлен степени ≤n + m,-1. ТогдаΣ φ∙' ⅛)-‰'(ι⅛-))-Σ ‰1 (f)(*∙-*- 1>∙)-fc≤x \ / Λ≤jr
= θ(∑ kβ^lS∕,l (i)) = O(x∙Z."+-"'),

так как n≥h.Окончательно имеем, что⅛-ι i-"∣s∕i"∙4 ≤ fzθ-4n'"zlS'zim∙1 (4)∣ ⅛ + O(x°lnra'+"x). (5.9)
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Пусть
η t f∣-t
0x≈e — =e0

Z
z = e 0 dz = —e 8 dlТогда из (5.9), после замены переменных следует:•S^O—I L,n 1 ^fLnι' 1U L≤ -5⅛Γ f (η - z)" I SfL„. 1 (e 8 ) I rfz + О (x0 L'"∙+").оИмея в виду (5.10), умножением на e^" из (5.4) получаем;^(η,∕i'"÷"-∙ + 1)+K0(η,∕1)∣≤

(5.10)

≤(m + 1∕ftZ+m) β≈⅛r ∕(η-')ml^(Λ∕i",')∣Λ + 0(η"+",'). (5.11)' 'оВ силу (4.14), из последнего неравенства вытекает:(4)",+m'+' ∣r0(η,∕)∣≤(w÷i)p+-÷-') ⅛ /х
×(η-Z)mZm'∣ K0∣Z,∕)∣<∕Z+θ(η'',+'',' Й„ (η,∕) ) + О (f ×6х (η - Z)'" t">'→ I Ko (Z,/) I di ) + О (ηm*+n) + ∣ Fo (η,∕1) ∣.Для zzz'>σ0(∕) = σ0 и ∏0(η,∕) = η-⅛ c(η)из (4.12) следует
η 1[ (η-Z),',Z"''-o∙^1c∙(z)Λ~c(η)η'" + '"'-,,∙ [ (1 -у)"^1 rfy =6 о= θ(τ∕"÷'"∙ P0(η,∕)) ,так как
I

[ x°"1(l -x)b~1dx< оо ,оесли o>0ιι А>0 одновременно. Далее имеем:η,n + ,,, +l ∣ κo(η,∕)∣ ≤(,n+ 1) ) ∕ (η-z)"-z<"'∣κo(z√)∣rfz +
+ ∣zo(η.∕ι) ! + O (η'"+",'∏0(η,∕) ) + 0(η",'+"). (5.12)Из теоремы 4.11 для Sz∈SBJ,n, fc≥ 1 и любой мажорантыM7>1 Λ--⅛-) с fl,,(Λ-40-)<∞

12. Lietuvos matematikos rinkinys, X∙4
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следует, что
ita----- L*Λ⅛Z) ∣
7]→∞

(5.13)--------→-----------M<co∙η"-1r.(η,Λ--gr)По (5.13) и (5.2) существует мажоранта p⅛ (η,∕) и константа C5>0, такие, что
Mη,Λ = C,η-*r β(η,A--⅛r). (5.14)Для оценки

r+λ
∫ ∖f'o(u.f)∖du
Грассмотрим два случая:1) f'o (u>f) не меняет знака в интервале (t, Z + λ) и2) Ko (и,/) хотя бы один раз меняет знак в интервале (f, ∕ + λ).1) Из теоремы 4.12 следует, что
f ∣K0∣h,∕)∣<∕h = O^"-1Γ02(∕,Λ--⅛-)^

2) Из определения класса 53,, „ следует, что еслиSz∈<Bm, то ∕(α) = O ((A√), и существует точка ξ, r<ξ<z<λ такая, что,
P0(ξ,∕)=O(e~½).Пусть μ и v — числа, удовлетворяющие неравенствам
t<ξ- v<ζ + μ<t+λ,Тогда
∣+λ е-» ζ+u >+»

f ∣K0(k,∕)∣<∕m = (∫ +∫ + f )∣FoK∕)∣Λ≤ 
f t ς-v ę+ц ε+μ
≤[λ-(μ + *)](l  +O(∙)) K0(t,∕)+ f ∣r0(u,∕)∣<to.ė-«По теореме 4.10 для ξ-v<u<ξ+μ и μ+v≤λ=0(l) следует неравенство: (r0(u,Λ-^o(ξ.∕)∣≤κ(∕.Λr)w"-1l"-ξ∣ + o("^jv)∙Тогда
ξ+∣i 5+ч e+IX

f .∣r0(H,∕)∣rfH≤ f ∣K0(H,∕)-F0(ξ,Λrfw+f ∣K0(ξ. f)∖du = 
ς-v e→ ę-v

ζ+u∙ _Z
= 0 (r"^1 [ I u — ξ∣<⅛) + O (Γn) + O (λe 2) =

(5.15)

(5.16)

(5.17)
(5.18)

(5.19)

(5.20)
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Значит, если Ko (и,/) меняет знак в интервале (Г, Z + λ) и μ+v≤λ=√) (1), то существует некоторая константа K=K(f,N) и произвольное фиксированное число 7√>0, для которых
г+х

f ] Го(«, ∕)l⅛≤[λ-(μ + v)] ( l+o(l)) Vt>(t.f) +

+ JC(μ + v)υ"-1 + O(rw). (5.21)Пусть λ⅞j! 1->Й,((,Л (5.22)
и 7У>0 — достаточно велико. Тогда, полагая в (5.21)μ + v=⅛r→0(Γ,∕),имеем, что∫ ∣K,(u,/)!</« ≤(l+O(l))Γ0(∕,∕) (λ-7⅛- r"÷1r0(r,∕)). (5.23) 

tИз (»отношения (5.16) для некоторой константы Н>0 получаем неравенство:
∫ ∖V0(u,f)∖du≤Ht"-1VS[t,Λ--^-), (5.16')
iили, вследствие (5.14),∕+λ
f ∣K0(h,∕)∣(∕m≤-^- r-"÷1K0(Γ,∕).
tПоложим^ = max(⅛∙ lF + ⅜)- <5∙24>λ = ΛfZ-+*K β(Z,∕) = MCsr,(r,Λ-^θ-) = O(l) . (5.25)

Тогда для правых сторон неравенств (5.23) и (5.16) получаем:(1+°ω)λ (1-⅛M'.∕) иОкончательно получаем, что
∫ I r0(u,∕)^≤(l+o(l) ) λχF0(∕,∕), (5.26)

где λ = М С6 Ро (г, Л - -Jθ-) = М t-<*  Vλ (t, f),

x=max½-∙ 1--⅛r)<1∙
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Из (5.26) для Ио (η,∕), заданной в виде (5.14), имеем:r+λ
λ∣κ0(z,∕)∣≤f J f0(m,Z)∣λ*≤(  1+o(i)) xχ r0(∕,Z).

tТогда ∫(η→)mZm'∣ r0(Z,∕)∣Λ≤( l+o(l)) χ ∫(η-zrz"' Vt,(t,f)dt (5.27) о одля некоторого χ<l, не зависящего от m и m'.Далее, если m'><⅞ (∕) = α0, то для⅝(η,∕)=η-°∙c(η)из (4.12) следует, чтоf (η-Z)'"Z"1'r0(Z,∕)Λ~О~η"∙+n,'+1 P0(η,∕)^(">+ ∣, m' + n-a0 (λ--g0 ) ) , (5.28)
так как ¾(∕)=<⅞ (λ-⅛)~h+1Известно, что для целого л>0 и вещественного а> 1

B(n,a) = B(a,n)= —(Воспользуемся этим соотношением при фиксированных Л, m, л и a0 = a2 (л — - Получаем, что
∕ ħ + m + m' \lim ( . ) (m+ l)B(m + 1, m' + n-a0)= 1 (5.29)

т'—^яо \ i 4^ W ĮВ силу (5.29) и потому, что константа χ < 1 не зависит от т и /п, для доста - точно большого m', m'>aa (л—<=⅛-)> существует константа χ' такая, что
∕ h + т + m' \χ∖l+m ) (ni+l)B(m' + n-a∣,)<χ'< 1. (о.30)Предположим, что ли>а„ (л —например, m = [<⅞ (л — -~∙θ- j J +1. Далее, из (5.30), (5.28), (5.27) и (5.1∣2) следует:√,+m'+1∣ r0(η,∕)l≤χ'η",t'"'+1 + l Mη.∕ι)l + 0(ηm'+")∙ (5∙3l)По предположению,

m>ao(Λ--±-).
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В силу (5.14) имеем, что η'"'÷" = 0 (ηm+",'+1 κo(η,∕) )Если {η'} — последовательность, для которойI Mη'.∕)l~ Ko(√,∕).то из (5.31) и (5.14) имеем:!Eo(η',∕ι)l>( ∙+o(l)) (l-χ')C6η""÷'"'÷'-Pt,(η',Λ--⅛-). (5.32)ПреобразованиеSz,∈⅛BΛ+∕π+wι', Λ+m+σι' +1Из (5.32) следует утверждение леммы с (m + m") вместо m.Доказательство основной теоремы. Пусть α0 (л—конечная величина. В основной лемме положим/=Л—. Так как

SA_ L e»;,,со l∙lто (5.2) выполняется и лемма применима к этой функции.Значит, существует последовательность преобразований
Sf∣ c ∙s7f∈SB⅛, ⅛+∕-ι, Λ = λ-^⅛Γιдля которых имеет место неравенство: (5.33)

Отсюда следует, что дляI κo(η, /,) ∣~ κo(η, ft) И Pζ(η,Λ--^-)=Ч"“^Л'^С(-/)) 
должно выполняться неравенство<⅛(Λ)≤⅜ (Л—⅛-) + 2-A,-Z. (5.34)Из теоремы 4.8 получаем, чтоI H,⅛∕∕∣≤Λ≠-,Л>0 — постоянная, иао (Z∕) ≥ ‘ -¼ • (5.35)Из (5.34) и (5.35) следует, что

o"(λ-⅛)=*'- 1∙Так как />0 - произвольное целое число, то приходим к противоречию с предположением о конечности °о(Л —. Следовательно,
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k-(11'λ-⅛) = o((tΓm,°s)

2где θι<∙g , а в полугруппу Ga от каждой ассоциированной четверки входит только одно число. Полагаяa = z, Wa = ∣z∣, ω, = zl,получаем доказательство из основной теоремы при 0=2.

для любого фиксированного М>0.
6. Некоторые приложения теории

1. Пусть элементы полугруппы G1 — положительные вещественные числа α> 1, при этом логарифмы образующих элементов линейно независимы. В этом случае Na,=a. Например, в качестве полугруппы G1 можно взять мно-
1_жество чисел вида α = nθ, где n = 1,2...........и θ>0. Системой образующихjэлементов служит множество чисел вида рβ, где р пробегает множество простых рациональных чисел. Полугруппа G1 имеет степенную 0-плотность 

С= 1, а 0ι=O. Из основной теоремы следует
Теорема 6.1. 2 2Ψ1(x) = ∑ Λ(a) = θx0 +θ(xβ(lπx)-"1°lnl).

a <х

М>0 - фиксированное число.
2. Рассмотрим множество комплексных чисел. Целые комплексные (гаус- совые) числа однозначно представляются с точностью до тривиальных множителей в виде произведения неотрицательных степеней простых гауссовых чисел. Так как в этом множестве существуют четыре единицы (±1, ± i), то полной однозначности достигнем, рассматривая полугруппу Gl целых гауссовых чисел z с базой, состоящей из простых гауссовых чисел z1, z2, ... первого квадранта. По основной теореме получается асимптотическое выражение для числа простых гауссовых чисел, лежащих в круге радиуса х с центром в начале координат.
Теорема 6.2.Ψl(x) = ∑ Λ(z) = ∣x≡ + o(x2(1πx)-m'"1"x).

lzl⅞x 
zeGt

М>0 — фиксированная постоянная.Доказательство. Известно [16], что
B(×) = ∑ 1= { πx2 + O(xθ∙).

I z l≤x 
zeGt
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3. Пусть К — фиксированное алгебраическое числовое поле степени г. Множество G1 целых отличных от нуля идеалов а поля к будет полугруппой с базой, состоящей из простых идеалов ⅛1, 1)2, этого поля. Каждый идеал α∈G4 однозначно представляется в виде произведения целых неотрицательных степеней простых идеалов. Известно [17], [18], что1-i
B(x) = £ l=μHx+O(x ')a≡Gaгде Н — число классов идеалов, а2о+о πr, rμ - ω √∣rf^ ’

rl — число вещественных полей, сопряженных полю К,
r2 — число комплексных полей, сопряженных полю К,ω — число корней из единицы в К,
R — регулятор поля К,I d I - дискриминант поля К.Полагая a = a, ω1=[)1∙, Na = Na, при 0=1 получается

Теорема 6.3.Ψs(.x)= 2 Λ(n) = x + О ( x(1πx)-m,",o').Na ≤ v a≡Gs
М>0 — фиксированное число.Основную теорему можно применить и в случаях, когда из простых идеалов поля К будут образовываться полугруппы целых'идеалов, обладающие степенными О-плотностями.За постановку задачи и внимание к моей работе сердечно благодарю своего научного руководителя проф. И. П. Кубилюса.Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 30.IX.196,9Литература16. И. Μ. Виноградов, О числе целых точек в круге, Изв. АП СССР, серия физ.'-мЗ- тем,, 3 (1932), 313-316.17. Е. Hecke, Theory der algebraischen Zahlen, Leipzig, 1923.18. E. Вейль, Алгебраическая теория чисел, Μ., ИЛ, 1947.

LAISVOS SKAITINĖS PUSGRUPĖS GENERUOJANČIŲ ELEMENTŲ 
PASISKIRSTYMO KLAUSIMU. ШD. CIBULSKYTĖ
(Reziumė)Pagrindinė teorema, suformuluota pirmoje darbo dalyje, yra ekvivalentiška teiginiui:

čia Λf>O — bet koks fiksuotas skaičius.



844 Д. Цибульските

Šis įvertinimas išplaukia iš lemos:
Sakykime^

S∣<^∣,.n, Яо (л--рд-)<оо
ir I⅛o ∣n(η.∕)∣∕(ηθ-1)"-1 r0 (η,Λ-J^-)>0.
Tada egzistuoja sveikas skaičius m > 0 ir transformacija*¾"≡ ®A+m, n+m+1 »
kuriems teisinga nelygybė'.йй, I ∏Q(η,Λ)l∕(ηβ->)"+-" Й, (η,Λ-J5-.j>O.

Taip pat yra įrodytos teoremos, analogiškos pagrindinei, kaiGi — pusgrupė, sudaryta iš teigiamų realių skaičių α> 1, o ją generuojančių elementų logaritmai tiesiškai nepriklausomi;
Gt — pusgrupė, sudaryta iš sveikų Gauso skaičių, o ją generuojantys elementai yra pirminiai Gauso skaičiai iš pirmo ketvirčio;G3 — fiksuoto algebrinių skaičių kūno sveikų (≠0) idealų pusgrupė, o ją generuojančių elemcn- tų sistema — šio kūno pirminiai idealai.

ÜBER VERTEILUNG DER BASISELEMENTE IN DEN FREIEN
ZAHLENHALBGRUPPEN. Ш.

D. CIBULSKYTĖ

(Zusammenfassung)Das Haupttheorem, das in dem ersten Teil dieser Arbeit formuliert worden ist, ist gleichwertig mit der Behauptung:
wo Λf>0 beliebige Konstante ist.Diese Bewertung folgt aus dem Lemma:
Es sei

∙s≠e≡^∙a° (λ--⅛~)-≈c°Hm, I K(η.∕)l∕(ηθ-,)""1 ∏o (η.Λ-⅛-)>0'
Dann existiert eine ganze Zahl m>0 und die Summe

‘S/ie®ft+m,n+m+l ’

dass die Bedingung
ita ∣Mι.Λ)l∕(η θ-,)"+mr. (η.Λ-JL)>o

erfüllt ist.Im vorliegenden Artikel werden auch die Theoreme bewiesen, wenn:G1 die Halbgruppe der positiven reelen Zahlen α> 1 ist, wenn die Logarithmen der Basiselemente linearunabhängig sind;Ga die Halbgruppe der ganzen gaussischen Zahlen mit der Basis von gaussischen Primzahlen aus dem ersten Viertel ist;G3 die Halbgruppe der ganzen Ideale (≠0) von einem fixierten algebraischen Körper ist. Die Basis dieser Halbgruppe bildet die Primideale dieses Körpers.


