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О НЕОДНОРОДНОЙ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ

А. Гилис

В настоящей работе изучается неоднородная система дифференциально
разностных уравнений

A1F∙(z)+A3F(z)+ į J Λ,(z)F∙'>(z + α*) + fiιr(z + αm) +

Jt=l 1=0
+ B2F(z + am) = G(z), (1)

в которой неизвестная F (z), ее производная F(/) (z) (Z=0, 1, ...,m1) и сво
бодный член G (z) являются одно столбцевыми матрицами

На протяжении всей работы мы предполагаем, что выполнены такие 
условия:

1) шаги ao=0, a1, ... ,am — действительные числа и

0<a1< ... <аш;

2) главные коэффициенты A1, A2, B1 и В2, входящие в члены, соответс
твующие крайним шагам а0 и ат — постоянные матрицы, элементы ко
торых — произвольные комплексные числа-,

3) ни один из определителей ∣ A11 и ∖B1∖ не равен нулю-,
4) все другие коэффициенты Akl (z) (k=↑, ..., w-1; Z=0, 1, ...,m1) - 

целые матрицы конечного порядка, т.е, все элементы этих матриц — це
лые функции конечного порядка-,

5) матрица G (z) — целая.
При этих условиях доказывается теорема.
Теорема. Система уравнений (1) имеет хотя бы одно целое решение.. 

Если, помимо указанных условий, еще известно, что G (z) —целая матрица 
конечного порядка, то система уравнений (1) имеет целое решение конеч
ного порядка.
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Системы вида (1) в случае, когда матрицы A1 и B1 — нулевые, aΛ2 и В2 — 
невырожденные целые матрицы конечного порядка, изучались в работеЛ. На- 
вицкайте [1]. Чисто разностные уравнения с целыми коэффициентами конеч
ного порядка изучались в работах Н. Нёрлунда [3], [4], А. Нафталевича [2].

§ 1. Формальные решения

Для решения системы дифференциально-разностных уравнений (1) вос
пользуемся методом двусторонних итераций. Для этого систему урав-
нений (1) запишем в виде

F' (z) + AF (z) = L[F (z)] + Л ∏l G (z), (1.1)
или

F' (z)+BF (z)=H [F (z)]+BflG (z-αm), (1∙2)
где

Λ=j4j^1 Λ2, B=Br,B2l (1.3)

и

L[F(z)]=-Ar' [∑ ∑ Λ,(z)F<'>(z + ¾) +
k=∖ 1=0

+ B1Ff {z + am) + B2F(z + am)J , (1.4)

m— 1 ∕∏ι
ff[F(z)]=-5Γl [∑ ∑ Λ√z-am)f<'>(z+o⅛-a,n) +

Λ=l 1=0

+ A1F'(z-am) + A2F(z-am)]. (1.5)

Последовательности итераций для обеих систем уравнений (1.1) и (1.2) 
строятся одним и тем же способом. Поэтому подробно остановимся на одной 
из этих систем, для определенности на систему уравнений (1.1).

Фундаментальную матрицу решений однородной линейной системы диф
ференциальных уравнений с постоянными коэффициентами (см. (1.3))

F' (z) + AF (z)=0

обозначим через K1 (z), а обратную к ней (как это общепринято) — через Kį~l (z). 
Тогда, приняв за нулевое приближение Ф* (z)≡0 (Φ0 (z) — нулевой стол
бец), следующее приближение Φ1 (z) получим как частное решение неод
нородной системы дифференциальных уравнений (1.1), в правую сторону ко
торой подставляем F (z) = Φo (z) ≡0, т.е. Φf (z) определяется как частное реше
ние системы

Φ'1* (z) + А Ф (z)=L [Φ0* (z)] + Λf, G (z).

Как известно, частное решение этой системы представляется в виде

z

Φf(z)= f AΓ1 (z)JCj^1 (ζ){L [Ф* (ζ)] + Λj^1 G(ζ)}<∕ζ,
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или как следует из (1.4)Φf(z)= ∫ tf1(z∏rl(ζMΓlG(ζ)<Zζ,
г»где z0 — произвольная конечная точка комплексной плоскости. Все последующие приближения Ф* (z), Ф£ (z), ... определяются аналогичным способом и в итоге получаем рекуррентную формулу

zΦπ*+1(z)= [ JMz∏Γ'(ζ){b[Φn(ζ)] + ΛΓl G(ζ)}rfζ. (1.7)
Очевидно, любое приближение Ф* (z), n = l... является целой одностолбцевой матрицей.Если ряд

M [G (z)] = Ф* (z) + [ΦJ≡ (z) - Φo* (z)] + . . . (1.8}равномерно сходится в любом конечном круге, то его сумма M [G (z)] представляет целое решение системы (1).Вполне аналогично для системы уравнений (1.2) получим последовательность приближений
ψo*ω≡o,

Zψ*+1(z)= ∫ ¾(z)Jf2-i(ζ){∕f[ψ*(ζ)] + BΓlG(ζ-αm)}dζ, (1.9).⅞где K2 (z) — фундаментальная матрица решений для линейной однородной системы дифференциальных уравнений
F' (z) + BF(z)=0. (1.10)Исходя из этих приближений, построим (ср. с (1.7)) еще одно формальное решение системы (1)2V[G(z)] = ψ0*(z) + [ψ*(z)-ψ0*(z)]+... (1.11)Если этот ряд равномерно сходится в любом конечном круге, то его сумма (как и сумма ряда (1.7)) является целым решением системы (1).Заметим, что ряды (1.7) и (1.11) сходятся только при довольно сильных ограничениях на матрицу G (z). С другой стороны можно предполагать, что ряд (1.7), соответственно (1.11), сходится, если матрица G (z) достаточно быстро стремится к нулевой матрице при z→oo в угле ∣ arg z ∣ < δ, соответственно в угле π -1 arg z ∣ < δ.Это предположение приводит нас к основной идее метода двусторонних и тераций.

Матрица G (z) представляется в виде суммы двух матриц:

G (z) = G1 (z) + G2 (z),

из которых матрица G1 (z) быстро стремится к нулевой матрице при 
z→∞ в угле Į arg z ∣ < δ, α G2(z) — в угле π — ∣ arg z ∣ < δ. Решение системы урав
нений (1) получаем в виде

F(z) = M[G1 (z)] + ΛΓ[G2 (z)].
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Как будет показано в дальнейшем, в случае, когда G1 (z) стремится достаточно быстро к нулевой матрице при z→oo в угле ∣ arg z ∣ < δ последовательность приближения Φo (z), Φ1 (z), ... — для системы уравненийF(z)+ΛF(z) = L[F(z)]+Λi-'G1 (z) (1.12)можно представить и такими формулами:Φ.(z)≡0,
ZΦn+1(z)= f JC,(z)JCr,(ζ){b[Φ11(ζ)]+Λ-,Gl(ζ)}rfζ.

n=0,l,2, ..., (1.13)где интегрирование ведется по лучу, параллельному действительной оси ζ = f + ιlmz, Rez≤r<∞, соединяющему бесконечно удаленную точку с точкой z.Аналогично последовательность приближений ψ0 (z), ψ1(z), ... системы уравнений
F' (z) +BF (z) =H [F (z)]+B1-* G2 (z-αn,) (1.14)может быть представлена в видеΨo (^)≡0,ψ.+ l(z)= f J⅞(z)¾-' (ζ){H[ψ.(ζ)] + 5Γ1 G2(ζ-am)}rfζ,

00

n=0, 1, 2, ..., (1.15)где интегрирование производится по лучуζ = z+flmz, — ∞<∕≤Rez.Таким образом решение F (z) системы дифференциально-разностных уравнений (1) будем искать в видеF(z)=M[G1(z)]+ΛΓ[G,(z)], (1-16)
G1(z)+Gs(z)≡G(z), 1.17)
М [G1 (z)] = Φo (z) + [Φ1 (z) - Φo (z)]+ .... (1-18)
N [G, (z)]=ψ0 (z) +[ψι (z)-ψ0 (z)]+ ..., (1.19)а Ф„ (z) и ψπ (z) (л=0, 1,2 ...) определяются соотношениями (1.13) и (1.15). Ряды (1.18) и (1.19) назовем итерационными рядами.

§ 2. Общий член итерационных рядов

1. В этом параграфе доказывается несколько лемм о норме общего члена итерационных рядов (1.18) и (1.19).При этом норму (как это общепринято) матрицыZ>(z) = [⅛(z)], ι = l.......... Z; j=l,...,k
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обозначим через || D (z) || и определим
IID (z) II ≡ max У l⅛(z)∣.

Заметим, что норма имеет следующие свойства:1) II D1 (z) + Da (z) II≤Л D1 (z) ∣∣ + ∣∣ P2 (z) ||;2) И D1 (z) Da (z) ∣∣≤∣∣ Z>1(z) ∣∣ ∣∣ Da{z) ||; (2.1)3) ∣j f D (z) dz ∣∣≤ f ∣∣P(z)∣∣∣<∕z∣.
5 £Матрицу назовем целой, если все ее элементы целые функции. Если матрица 

D (z) — целая конечного порядка β, т.е. β — наибольший порядок роста ее элементов, то для любого ε>0 имеется такая постоянная С, что для всех z∣∣Z>(z)∣!<Cel2's+e. (2.2)Пусть β1 и β2 конечные порядки целых матриц D1 (z) и D2 (z), а β=max (β1, β2). Тогда для любого ε>0 имеется такая постоянная С, С = C(ε), что нормы матриц D (z) = D1 (z) + D2 (z), D*(z) = D1(z) D2(z) удовлетворяют условиям1) IIР (z) ∣∣<O∣'lβ+*j
2) II D* (z) H < Cels 's+e.(Для доказательства достаточно применить свойства (2.1) и (2.2).)2. Ряды (1.18) и (1.19) изучаются одним и тем же способом, поэтому ограничимся изучением одного только ряда (1.18).Общий член этого ряда, как следует из (1.13), будетΦ1(z)-Φ0(z) = ∕ X1(zHr'(ζMr'G,(ζ)<∕ζ.

оо

г , (≡∙3)Φ,+1(z)-Φ.(z) = f K1(z∏r4ζ)b[Φn(ζ) + Φn-ι(ζ)]<∕ζ,
00л=1, 2, ...,где

ζ = t + ilm z, Rez≤t<∞

и K1 (z) — фундаментальная матрица системы дифференциальных уравнений (156), a L — оператор, заданный формулой (1.4), и G1 (z) — некоторая целая матрица.
Лемма 1. Пусть β' — наибольший из порядков целых матриц Akl(z), 

k=l, ...,m-Γ, l=0, 1, ...,w1 (Akl(z) — коэффициенты системы уравне
ний (1)), аβ=max(l, β'). (2.5)

Если целая матрица G1 (z) удовлетворяет в угле∣argz∣ ≤G1(z), O<δ<y (2.6)
6. Leid. 11663.
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условию II G1(z) И <e- '* 'li (2.7)
и μ>β + l, (2.8)
то для любого ε>0 существуют такие постоянные α>0 и С>0, что в угле∣arg(z-α)∣≤δ (2.9)
общий член Φn (z)-Φπ.1 (z) итерационного ряда (1.18) является аналити
ческой матрицей и его норма удовлетворяет неравенству∣∣Φn(z)-Φn.1(z) И < Сле_{[Ке 2+(л_1)Yll2_lRe г+(л_1) γl^+ε}, (2.11)
где 
α1 — наименьший положительный шаг системы уравнений (1).Доказательство. Для доказательства этой леммы воспользуемся методом математической индукции.Принимая во внимание свойства норм матриц см. (2.1), из (2.3) имеем

оо∣∣Φ1(z)-Φ0(z)∣∣≤ f ∣∣tf,(z∏rl(ζMr1∣H∣Gl(ζ)∣∣∣<∕ζ!.
Re zгде ζ = z + zlm z, Rez≤z<∞.Оценим теперь выражение, стоящее под знаком интеграла последнего не равенства.Так как K1 (z) — фундаментальная матрица решений линейной однородной системы дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, то, как известно, элементы последней являются функциями вида Р (z) exp (λz), где λ — некоторая постоянная, a P (z) — многочлен. Поэтому порядок роста матрицы ΛΓ1 (z) не больше β.Обратная матрица X-1^l (z) также является целой (так как определитель Вронского I K1 (z) Į — нигде не равен нулю) матрицей и имеет тот же порядок роста, что и Kι(z).Заметим еще, что при условии ∣argz ∣ < δ, 0<δ<^ , выполнено неравенстваI z I ≤^,где <y = l +tg δ и t — произвольное число не меньше Re z. Аналогично, для переменного интегрирования ζ,ζ = r+flmz, Rez≤∕<oo,имеем ∣ζ∣≤stЗначит, для любого ε>0 имеется такая постоянная С, что∣∣K1(z)Kr1(ζ)Λr1∣∣<C⅛>θ+e, z = Reζ. (2.12}В силу (2.8) число ε>0 можно выбирать таким, чтобы β + ε+l <μ. При таком выборе ε>0 выражениеμ [r+(w-l) γ]^^1-H (β + ε) [f+(n-l) γ]0"1+e
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стремится к +∞, как в случае, когда ∕→+∞ и п — зафиксировано, так и в случае, когда t и п стремятся к бесконечности независимо друг от друга. Значит, существует такое число α>0, чтоμ[f+(H-l)γ]*-1-Mβ + ε) р+(л-1)γ]3^1+e> 1 (2.13)при r≥α, п= 1,2, ...Обозначим через Ωτ пересечение угла ∣ arg z 1 <δ и полуплоскости Re z≥τ. Из (2.7), (2.11), (2.12) и (2.13) следует, что в области Ωfl выполнено неравенствоΦ1(z)-Φ0(z)<C f e,β+ε-'μΛ<
Re z

<C f e-∙'μ-,s+c>[μ∕μ^1-(β +ε)∕^^1+e]Λ = Ce-,(Rez>1*-<Rez>s+e],
Re zт.е. мы доказали неравенство (2.10) для случая и = 1.Напомним, что интеграл, стоящий в правой части (2.3), брался по лучу ζ = r + z Im z, Re z≤t<∞. В силу неравенства (2.7) мы не изменим значения этого интеграла, если будем интегрировать по контуру, составленному из луча действительной положительной оси t0≤t< оо, где tfi≥a — зафиксированная точка, лежащая в угле (2.9), и из отрезка, соединяющего точку t0 с точкой z. Отсюда легко следует, что матрица Φ1(z)-Φ0(z) — целая.Предположим теперь, что матрица Φp (z) -Φp.1 (z) — аналитическая в угле (2.9) и ее норма в этом угле удовлетворяет неравенству (2.10) при 

р = п и оценим норму матрицы Фл+1 (z)-Φn (z).Так как функция exp { — [г + (и — l)γ]μ∙- п ∣7+(h- l)γ]0+ε, убывающая при r≥α (см. (2,13), то из неравенства (2.10) (оно выполнено по предположению индукций) следует, что
Mπ(t) =max II Ф„ (ζ)-Φ,-> (ζ) || <C"e-∏'+<"-" ^-∣'+<’->> Λi+e>. (2.14)

ζeΩ,Кроме того, расстояние р от точки ζ+αk = ∕ + αfc + ilm z, где ak>a1=2γ — шаг системы уравнений (1), до границы области Ωf+γ не меньше γ sin δ. Поэтому по известным оценкам производных от аналитических функцийII Ф?> К + ajt) - Φ<n.1 (ζ + a,) И < C1 Mπ (t + γ),где r = Reζ и C1 = Imin , Z≤m1. Значит, (см. (2.14)) при Reζ=r≥aII (ζ + <⅞) - ФЙ-1 (ζ + aA) II < C1 C"e-I<'+'nr)μ→+"√+e]. (2.15)Для сокращений записей обозначим
Λm(Λz)=B2, Aml(z)=Blt Ams(z)≡0 5=2, ..., m1,где B1 и В2 - постоянные матрицы, входящие в выражение (1.4) для определения оператора L. Тогда оператор L примет (см. (1.4)) вид

m ml
L[F(z)]≈-ΛΓ> £ ∑ A√z)P'>(z + ajt).

Jt=l /=0

6*
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Из последнего и (2.3) имеемΦ.+1(z)-Φ.(z)-
~ f Kl (z) Kf, (ζ) A^' ∑ ∑ A∕(ζ)[ΦJ0(ζ + ⅝)-ΦJ0-ι(ζ + ¾)]<∕ζ, ОО ⅛=1 /=0ζ=Z+∕Imz, Rez≤f<oo,откуда 1|Фя+1М-Фл(г) И ≤
≤ f ∣∣ΛΓl (z)AΓj^1 (ζ)Λj^1 II ∑ ∑ ∣∣4u(ζ)∣∣max∣∣Φ<θ(ζ + o⅛)- (2.16)

Rez fc=l 1=0 k,1-Φn-ι(ζ + aj⅛) II ∣<Zζ∣, ζ = ∕+flmz, Rez≤r<oo.Выкладками, вполне аналогичными использованным при доказательстве неравенства (2.12), доказываем, что
∣∣jCl(zHΓl(ζMΓlll ∑ ∑ Il4fc,(ζ)∣∣<C2e'β+e, (2.17)

/с=1 1=0если I arg z ∣ < 8,0 < 8 < и ∕ = Reζ≥α.Из (2.13), (2.15), (2.16) и (2.17) получаем, что при Re z^½a имеет место неравенство∣∣Φπ+1(z)-Φπ(z) || <Сл+1 f e'0+εH('+*γ)μ-"('+^)0+e]Jz<
Re z

<Cn+1 f e-^t+nY)μ,-^+l>tt+nγ)0+εl[μ.(t + nγ>-1-
Rez

-(n + l)(β + ε)(Z + zιγ)S-1+6]Λ =
_ £л + 1 g—l(Rez+nγ),1-(я+l) (Rez+∏γ)^ + e)tчто и требовалось доказать. Из него, как и в случае п= 1, следует, что матрица Φn+1 (z)-Φn (z) - целая.

Замечание. Из неравенства (2.10) следует, если z лежит в угле (2.9), то для любого η>0 имеется такая постоянная С, что∣∣Φ,(z)-Φn.1(z) (2.18)
Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда система дифферен

циально-разностных уравнений

F, (z) + A F (z) = L [F (z)] + А-1G1 (z)
имеет целое решение.Доказательство. В силу (2.18) рядF1 (z) = М [G1 (z)] = [Φ1 (z) - Φo (z)] + [Фв (z) - Φ1 (z)] + ... (1.18)
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равномерно сходится в угле (2.9). Поэтому матрица F1 (z) является аналитической в этом угле. Кроме того, из того же неравенства (2.18) и (1.18) следует, что даl∣F1(z)- Фл(г)||<Се-|Ке2>‘‘'' ∑ e∙*-"<p∙=π+l
p≈n+2

И ∣∣F1(z)где C1 — некоторая постоянная.Пользуясь этими неравенствами, перейдем к пределу в равенстве
zΦn+1(z)= f jfl (z)ΛΓr, (ζ){L[Φ.(ζ)]+^i^, G∣(ζ)}rfζ,даζ = r + flmz, Rez≤r<oo. (113)Мы получим, что в угле (2.9)

ZF,(z)= f Kl(z)KrWL[F1(ζ)l + Λr1Gl(ζ)}dζ, (2.19)дагде ζ = ∕+flmz, Rez≤z<oo.В этом интеграле можно взять за контур интегрирования луч (положительной действительной оси) x0≤ζ<∞ (x0≥α) и отрезок прямой, соединяющий точку х0 с точкой z. Таким образом, матрица F1 (z) является аналитическим решением системы дифференциально-разностных уравнений (1.12) в угле (2.9).Пользуясь методом шагов, покажем, что матрица F1 (z) является целым решением системы дифференциально -разностных уравнений (1.12).В самом деле из аналитичности матрицы F1 (z) (а это мы уже доказали) в области (2.9) следует аналитичность матрицы
m mx

L∖F(z)]=-AΓi ∑ ∑ Akl(z)F^(z + «.k)
k=∖ 1=0области (2.9), сдвинутой на —α1, т.е. в угле ∣ arg [z — (fl+σ1)] ∣ <8. В силу (2.19) будет аналитической в сдвинутом угле и матрица F1 (z). Повторяя это рассуждение, мы докажем, что матрица F1 (z) является аналитической в угле (2.9), сдвинутом на —2α1, —3a1. Значит, матрица F1 (z) будет целым решением системы уравнений (1.12).

Замечание. 1. Вполне аналогично доказывается, что и система дифференциально-разностных уравнений (1.14) имеет целое решение F2 (z), если порядок роста коэффициентов Akl (z) (к = 1, ..., m — 1; /=0, 1, ..., m1) оператора Н (см. (1.5)), как и в лемме 1, не больше β', aG2 (z) — целая матрица, удовлетворяющая в углеπ-]argz∣<δ, O<δ<J
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условию
∣∣G2(z) ∣∣<β-'ti,где μ>β + l, β=max(l,β')∙2. Этих лемм, как будет показано в следующем параграфе, достаточно для доказательства существования целого решения системы дифференциальноразностных уравнений (1).Для оценки роста целого решения системы уравнений (1) нам понадобится еще следующая лемма.Лемма 3. Пусть выполнены условия леммы 1 и кроме того, G1 (z) — це

лая матрица конечного порядка κ'.
Тогда для любого ε>0 имеются такие числа h>0 и С, что в круге ∣ z ∣ < R11 Фл+1 (^) - Ф„ (z) И < CeRX+e, κ = max (κ', β + 1) (2.20)

при n≤hR∙.∣∣Φn+1(z)-Φπ(z)∣∣<Ce-μ^e (2.21)
при n>hR.Доказательство. Зафиксируем число δ1, удовлетворяющее условию 0 < δ1 < 8, где δ имеет такой же смысл, что и в лемме 1, и обозначим через U (x0) угол σ(x0)r)arg(z-x0)∣≤δ1, х„----- —(вершина угла U (x0) лежит на отрицательной действительной оси и его стороны касаются окружности | z ∣ = R). В силу неравенства δ1<δ, все точки угла 
U (х0), достаточно удаленные от начала координат, лежат в угле ∣ arg (z-α) ∣ < δ, где а - число, определенное в лемме 1.Обозначим еще

Mn{x0)= max ∣∣Φn+1(z)-Φλ(z)∣∣. (2.22)
zeU (x0)Равенства (2.3) перепишем в виде

ZΦ.+1(z)-Φn(z) = f Kt(z)Kf1 (ζ)L[Φn(ζ)-Φn.1(ζ)]<∕ζ+

+ f JC,(z)Krl(ζ)b[Φ∏(ζ)-Φn-1(ζ)l<∕ζ = Λ + Λ, (2∙13)
оогде zeU (x0) и z1 - точка пересечения прямой ζ = z + iIm z, Re z≤t< ∞ с одной из сторон углаI arg (z-а) ∣<δ.По замечанию к лемме 1 интеграл

12 = K,(z)Kr'(z,) f ∕C1(zl)JCrl(ζ)b[Φn(ζ)-Φ.-1(ζ)∏ζ,
00ζ = ∕ + flmz, Rez≤∕<∞



О неоднородной линейной системе 87

допускает оценкуII ∕2∣∣ <C∣∣*1 (z}K^ (z1) II e-("+nμ-ε.В дальнейшем все встреченные постоянные, хотя они, возможно, различны, обозначаем одной и той же буквой С. Подчеркнем, что С не зависит от R.Заметим, что при достаточно большом R, расстояние от начала координат до любой точки z, лежащей в угле U (x0), но вне угла ∣ arg (z—c)∣ <8, не больше CR. В частности, | z | < C R и ∣ z11 < CR.Значит, для любого ε>0 имеется такая постоянная С, чтоIII2 И < Сехр [ΛP÷≡-(h+ iχ-≡]. (2.24)Для оценки нормы интеграла I1 (см. (2.23) и (2.22)) аналогичным рассуждением, как и при доказательстве леммы 1, получим∣∣Z1∣∣<Ce'>s+'Λ∕n.1(x0 + γ), (2.25)где γ — число, определенное в лемме 1.Принимая во внимание (2.22), из (2.23), (2.24) и (2.25) имеем
М„ (х0) < Сехр tf>+' [М„_ 1 (x0 + γ) + eω+ 1,μ^e]∙Обозначим еще^n(x0) = max[3fn(x0), e-<n+2)μ^ε].Тогда
Mn (х0) < Сехр jR<3+ε Λ∕π-1 (x0+γ)и также (в силу того, что ехр ( — nv-~ε) убывает с возрастанием п)

Mn (х0) < С exp R^ε tin.1 (x0 + γ)при ∕ι = l, 2, ...Из этого неравенства легко следуетЯ (х0) < С" exp (nRP+e) Mo (x0 + п γ). (2.26)Нам осталось оценить величину 70o (x0+wγ). Если n>hR, h>0 - достаточно большое число, то точка x0+nγ лежит в угле ∣ arg (z—α)∣ ≤8 и по замечанию к лемме 1⅛(x0 + wγ)< Сехр —(x0 + ∕2γ)(χ-,>.В соединении с (2.26) это неравенство дает⅞n (*о) < Сл+1 ехр [иД₽+е - (x0 + п γ)μ-η].Так как μ>β + l, то числа ε>0 и η можно было так зафиксировать, что μ-η>β+l + ε. Тогда при n>hR в круге 1 z |< RII фл+1 (г) - фя (z) II ≤ Йп (x0) < Ce-nil'~εtт.е. мы доказали неравенство (2.21).Нам осталось рассмотреть те значения л, для которых точки x0+nγ не лежат в угле I arg (z-α) ∣ < δ.Для этого заметим, что
Mo (χ0+wγ)≤^0 (*о)
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И Xf0(x0)≤max f max IĮ f Kλ (z)Kγx (ζ) Λ∏1 G1 (ζ)rfζ '∣ e"1l.
ket∕(x0) 11 oo, ,∣ JТак как порядок матрицы (71 (z) не больше κ, то в точках z, лежащих в угле 

U (xe)t но не попадающих в угол ∣ arg (z-α) | < 8,|| G1(z) ĮĮ < CexpFκ+e.Используя это неравенство, выкладками, аналогичными приведенным при оценке нормы матрицы Фл+1 (z)-Φn (z), мы получимII Φ1 (z)-Φo(z)[| ≤ II į Kt (z) Kr' (0^r' Gl (ζ) rfζ I +
2l

+ ∣∣ f Kl(z),Kj~l (ζlA l̂ Gl(ζ)dζ ∣∣<Ce'≡x+*ooдля любого z из угла U (x0). Пользуясь этим неравенством из (2.26), имеем 
tin (x0) < C"+1 exp (nΛ^÷≈ + Λx+e).Приняв во внимание условие n≤hR, мы получаем, что при ∣ z ∣ < R (см. (2.22))II Φn+ι (z) - Φn (z) II ≤ Й„ (x0) < С exp R×+e,что и требовалось доказать (см. (2.20)).Замечание. Вполне аналогично доказывается, что если выполнены условия замечания к лемме 2 и кроме того G2 (z) — целая матрица конечного порядка κ', то для любого z имеются такие числа Λ>0 и С>0, что в круге ∣ z | < Rllψ∏÷j(z)-ψn(z)∣∣<C^x+eпри n≤hR∙,II Ψn+1 (z)-ψ. (z) II <Ce-"x^'при n> hR.

§ 3. Существование целого решения1. В этом параграфе докажем сформулированную в начале этой работы теорему. Кроме того дадим оценку для порядка роста целого решения системы дифференциально-разностных уравнений (1) в случае, когда G (z) — целая матрица конечного порядка.Обозначим через T[F(z)] левую часть системы уравнений (1)
T[F(z)] = ΛΓlF'(z) + ΛaΓ(z)+ 2 ∑ A,(z)f<'1(z + α4) +Λ=l 1=0+ F1Fz(z + am) + F2F(z + am) (3.1)и покажем:
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1) если выполнены все условия, указанные в начале этой работы, то сис
тема уравнений

T[F(z)}=G{z) (1)
имеет целое решение;2) пусть κ=max (β' + l, κ', 2), где по-прежнему β' — наибольший из
порядков роста коэффициентов Akl(z) (k = l, — 1; l=0, ...,m1) сис
темы уравнений (1) и к' — порядок роста правой части G (z) упомянутой 
системы.

Тогда для любого числа о, o>κ существует целое решение системы (1), 
порядок роста которого не больше о.Как показано в работе Л. Навицкайте [1], для заданной целой матрицы 
G (z) и любого числа μ>0 существуют целые матрицы G1 (z), G2 (z) и число δ > О такие, что G (z) ≡ (71 (z) + G2 (z), аII σ1(z)∣∣ <e-'-'μ (3.2}в угле ∣ arg z ∣ < δ и

∣∣G2(z)∣∣ < e-l*∣μ (3∙3}в угле π-∣ arg z ∣ ≤δ.Число μ выберем так, чтобы было μ>β+l, где β=max (β', 1). Рассмотрим две системы уравненийT[F(z)]=G1(z) (3.4)T[F(z)]=G2(z), (3.5}где T [F (z)] задано равенством (3.1). Первая из этих систем сводится к (1.12), а вторая — к (1.14). В силу (3.2) и (3.3) эти системы уравнений удовлетворяют всем условиям леммы 2 и замечанию к ней. Следовательно, каждое из этих систем (3.4) и (3.5) имеет по целому решению, скажем, F1 (z) и Γ2 (z).Очевидно, что матрица (см. (1.16) и (1.17))
F(z) = F1(z) + F2(z)является целым решением системы уравнений (1).Предположим теперь, что правая часть G (z) системы (1) имеет конечный порядок роста κ' и о > κ, где κ — вышеопределенное число.Тогда (см. [1]) для любой целой матрицы G (z) существуют целые матрицы G1 (z) и G2 (z), порядок которых не больше о, и число δ>0 такое, что
G(z)≡G1 (z) + G2 (z),а нормы матриц (71 (z) и 6r2 (z) удовлетворяют неравенствам|| G1(z) || <e^lzl° при I argz ∣ ≤ δ и II G2(z) Į! <e~lzl° при π-∣argz[≤δ.Рассмотрим теперь определенные в § 1 ряды

М [σ1 (z)] = [Φ1 (z) - Φo (z)] + [Φ2 (z) - Φ1 (z)] + ... (1.18}^r [G2 ωi = [ψ1 (z)-ψ0 (z)] + [ψ2 (z)-ψ1 (z)]+ ... (1.19>
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По лемме 3 и замечанию к ней эти ряды сходятся равномерно в любом конеч
ном круге.

Чтобы оценить порядок роста сумм этих рядов (для определенности рас
смотрим ряд (1.13)), запишем

M[G1(z)]=∑1+ Σ,-
где

IÄ, Л]
∑1= ∑ [φnω-Φπ-ιW]

л= 1

И 00
Σa= ∑ [Φ,÷1U)-Φn(z)],

л = [АЯ] + 1

а А>0 - число, определенное в лемме 3. Из той же леммы следует, что

I ∑.H
где С — постоянная, и для любого ε>0

∣i 21 ∣∣<AΛC1e,,o+e<C⅛,,°+e.
Отсюда легко следует, что порядок роста матрицы М [G1 (z)] не больше σ. 
Таким же будет и порядок роста матрицы N[G2 (z)], а, следовательно, и ре
шения М [G1 (z)] + N [<72 (z)] системы дифференциально-разностных уравне
ний (1).

2. Укажем еще некоторые системы дифференциально-разностных уравне
ний, которые изучаются аналогично системе вида (1).

Прежде всего это системы уравнений (1), в которых или A1≡0 и А2 — по
стоянная невырожденная матрица или B1≡0 и В2 — постоянная невырож
денная матрица. (Случай, когда Λ1≡B1≡0, а А2 и В2 — обе невырожденные 
матрицы, изучался, как уже было указано, в работе [3].)

Методом двусторонних итераций можно также решить и системы 
дифференциально-разностных уравнений

р m-lnι1

∑ A,Ffn(z)+ ∑ 2 A∕(z)K<n(z + o⅛) +
∕=0 ⅛=1 /=0

+ 2 ¾f'-,(z + ⅛) = G(⅛ (3.6)
∕1=0

где Akt (z) (£=1,2, ...,т — 1; /=0, 1,..., wi), как и в системе (1)-целые мат
рицы конечного порядка роста, Al и Bll (l=Q, 1, . ..,р; 4=0, 1, ...,q) — по
стоянные матрицы того же размера, а Ар и Bq — обе невырожденные матрицы.

Укажем здесь вкратце метод решения такой системы.
Как и в случае системы (1), матрицу G (z) представляем в виде

G(z) = G1 (z) + Ga(z),
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где G1 (z) — стремится быстро к нулевой матрице в угле ∣ arg z ∣ ≤ δ а G2 (z) — в угле π-1 argz |<8. Левую часть системы (3.6) обозначим через
T(K(z)] = X A∣F<,,(z) + ∑ ∑ Λ,(z)FW(z + α*)+ ∑ Bh^(z+<zm)

и рассмотрим системы∏F(z)]=G1(z)и T[F(z)]=Gs(z). (3.7)(3.8)Обе системы (3.7) и (3.8) решаются аналогично, поэтому подробнее рассмотрим одну из этих систем, для определенности (3.7). Сделаем заменуК (z) = F1 (z), F' (z) = F2(Z)..........F™ (z) = F, (z)и обозначим через Ф (z) новую неизвестную матрицу- K1 (z) 'Φ(z) = L К, (z) JКак нетрудно убедиться, система (3.7) сведется к следующей:
m pt

А* Φ'(z) + А* Ф (z) + 2 ∑ 4δ(z)Φ<'>(z+o⅛) = G∏z),
Λ=l /=0где Λ1* — постоянная невырожденная матрица (размера pv×pv), Aį — постоянная матрица, A%l (z) — целые матрицы с конечным порядком роста и 

Gf (z) — целая матрица, стремящаяся достаточно быстро к нулю в угле [argz∣<8. Целое решение для этой системы строится таким же способом, как и для системы (1.12).Аналогично решается и система дифференциально-разностных уравнений (3.8): в ней следует сделать такую замену:F(z) = F1(z), F1'(z) = F2(z), ...,F<<→4z) = Fq(z).В заключение автор считает своим приятным долгом выразить благодарность проф. А. Г. Нафталевичу за весьма ценные указания по работе.
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TIESINĖS NEHOMOGENINĖS DEFERENCIALINIŲ-SKIRTUMINIŲ LYGČIŲ 
SISTEMOS KLAUSIMUA. Gylys
{Reziume)Nagrinėjama diferencialinių-skirtuminių lygčių sistema

m— 1 nti

AlF'(z)+AiF(z)+ ∑ 2 Au(z)Fθ(z+cu.)+B,F'(z+<^+B,F(z+ttm)=β(z). 
k=\ 1=00<α1< ... <ocm∙ (1>čia nežinomasis F (z) — vieno stulpelio matrica, J1, Ai, Bl, B2 — pastovios matricos ir Aju (z) — sveikos baigtinės eilės matricos.

Įrodoma teorema. Jei determinantai ∣ A1 ∣ ≠0, ∣ B11 ≠0 ir G (z) yra sveika matrica (sveika baig
tinės eilės matrica), tai (1) sistema turi sveiką sprendinį (baigtinės eilės sveiką sprendinį).

ÜBER LINEARE INHOMOGENE SYSTEME
VON DIFFERENTIAL-DIFFERENZENGLEICHUNGENA. Gylys
(Zusammenfassung)In dieser Arbeit wird das in Matrixbezeichnungen geschriebene System von Differential-Dif- erenzengleichungen

m — 1 ntl

AiF'(z) + AsF(z)+ ∑ ∑ Afcι(z)F(f)(z + ak) + B1F'(z + <xm)+B2F(z + <xm) = G(z),

k=l /=00<α1<...<αm, (1)untersucht (F(z) bedeutet eine Spalte, die von v unbekannten Funktionen gebildet ist). Wir lassen zu, dass A1, At, B1, B2 quadratische Zahlenmatrizen und Aki (z) ganze Matrizen mit endlicher Wachstumsordnung sind, und beweisen das folgende Theorem:Wenn die Determinante ∣ A11 ≠0, I B1 ∣ ≠0 und G (z) eine ganze Spalte ist, so besitzt das System (1) eine ganze Lösung.Wenn ausserdem die Ordnung der ganzen Spalte G(z) endlich ist, so besitzt das System (1) eine ganze Lösung von endlicher Ordnung.


