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ОБ ОПТИМАЛЬНОЙ ОСТАНОВКЕ МАРКОВСКОЙ ЦЕПИ 
С ПЕРЕОЦЕНКОЙВ. Мацкявичюс

1. Пусть задана двумерная марковская цепь y=((βn, xπ), &nt Pθ τj в фазовом пространстве ((0,l] ×Е, где (£, — любое фазовое пространство, - о-алгебра борелевских подмножеств интервала (0, 1], βn = = β0β1 ... βπ, βπ-^rπ — измеримые случайные величины (с.в.), 0<βπ≤ 1 почти всюду (п.в.) для всех w≥0. Будем предполагать, что выполнено условие:
1. При любом Ae<⅞1×<⅞

P(x, A)=Pq x {(β1, x1)∈Λ}
есть @ — измеримая функция от х (не зависящая от Θ).В работе рассматриваются оптимальные и е-оптимальные правила остановки процесса Y с функцией выигрыша ∕(Θ, x) = Θg(x) ((Θ, x)∈(0, 1] ×E)r 
g (х) - ^-измеримая функция на E. В [1] рассматривалась оптимальная остановка в случае, когда βπ есть взаимонезависимые с.в., не зависящие от хя, g(x)≥0, в [6], — когда {xπ} — однородная цепь с независимыми приращениями, g (x) = x, и βπ могут зависеть от хл—xn-1.Доказывается одна общая теорема о достаточных статистиках, обобщающая теорему из [3] в том смысле, что рассмотрены случаи ε≥0 и функции выигрыша, принимающие значения разных знаков. Из нее следуют некоторые результаты относительно оптимальной остановки цепи У, включающие вышеупомянутые результаты работ [1], [6].2. Пусть (уn, <^n, РД - марковская цепь в фазовом пространстве (E,⅞)r 
L — множество ^-измеримых функций f=f(y), yεE, таких, что — oo<∕(y)≤ ≤ + oo и Myf~ (уя)< oo*∖ h≥0, уеЁ. Пусть L (Λ-) и L(A+) — совокупности функций из L, удовлетворяющих условиям

А~ : Mf sup f- (yn) < оо, уеЕ,

A+ : Mysup∕+ (yn)<∞, уеЁ,соответственно. Обозначим также L (A~, A+) = L (A~) ∩ L (Λ+),С.в. τ назовем марковским моментом (м.м.), если она принимает неотрицательные целые значения, + оо, и для всех λ≥0 {τ=n}E^n. Если, кроме того,
,)∕i=max{0, ±f}.



154 В. МацкявичюсPj {τ< оо } = 1 для всех уеЕ, то τ будем называть моментом остановки (м.о.). Множество . всех м.о. обозначим 9JL Пусть feL(A~'). Функцию 5 (у) = = sup Mj,∕(yτ) назовем ценой игры. Будем говорить, что τ∈9ft есть ε-on- τ∈9Jl
тимальный м.о., если Mλ,∕(j∖)≥s, (у) — ε для всех уЕЁ , и оптимальный м.о., если Mj,∕(jτ)=5 (j) для всех уЕЁ.Доказывается (см. [7]), что:2.1. Если существует оптимальных м.о., то м.м.

τ = min {r ∙f(yt) = s (jr)}

есть минимальный из оптимальных м. о.Пусть Т есть сохраняющий неравенства оператор в L. Функция ∕∈L называется Т-эксцессивной, если Tf≤tf. Наименьшая из Т-эксцессивных функций, больших или равных f(y)εL называется Т-эксцессивной мажорантой (Т-э.м.) функции f. Марковской цепи соответствует операторP∕(J-) = M√(λ) = f P(y,dz)f(z), (feL)
Е

τj∖e Р (у, Γ)=Pj {jιeΓ} — переходная функция.2.2 ([2], [4], [5]). Если s (у) естьР-э.м. (или простоэ.м.) функции f eL (A~), 
то

s Су) = max {f(y),Ps(y)}

и s (у) совпадает с ценой игры.2.3 ([2], [5]). Для любого τ∈Wl и эксцессивной функции seL (А~)M,s0't)≤∙5b'). уеЁ.2.4 ([4], [5]). Для feL (A^) положим Qf—max. {ι∕, Pf}. Тогда lim Qnf есть
n→∞

э. м. функции f.3. Теорема. Пусть в фазовом пространстве задана марковская цепь 
с переходным оператором Р. Пусть φ есть измеримое отображение (Ё, 
в (E,⅛). h>Q есть У8-измеримая функция в E и с есть ä-измеримая функ
ция в Е. Предположим, что функция выигрыша имеет вид

f(y) = h (у) c[φ (у)]
и ∕eL(A~), причем для любой ^-измеримой функции и на Ė такой, что " [φ Су)1еД

Р [м (φ) h} = hTu (φ), (1)
где Т — сохраняющий неравенства оператор. Обозначимτε = min {/ : с [φ (yf) ≥ с [φ (yr)] - ε},
где č есть Т — э.м. функции с.1) Если существует оптимальный м.о., то τ0 есть минимальный из 
оптимальных м.о.
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2) Если feL(A+) ∖m.e. fεL(A~y Λ+)j и O<h≤Ky где К — константа, 
то τ г есть г-оптимальный м.о. при ε>0.ТсДоказательство. 1) Из (1) и предложения 2.4 следует, что э.м. функции 
f (у) имеет вид s (y) = h (у) с [<р (у)]. Легко видеть, что с есть Т-э.м. функции’- с. Действительно, пусть с (φ)≤c (φ)≤c (φ), <реД и 7c ≤ с. Тогда из (1) получаем P [с (φ)A] = Λ7c (φ)≤Ac (φ) iΛf≤ihc (φ)≤hc (φ)=5. Так как s (у) — э.м.функции У (у), то Λc(φ) = Λc(φ), т.е. c(φ) = c(φ). Теперь утверждение легко следует из предложения 2.1.2) Докажем, что τe есть м.о. для любого ε>0. Заметим, чтоČ [φ b>)]=SUJ>M, с [ф 001) < ∞∙Поэтому для произвольного N>0 найдется τ = τ(y)∈9Λ такой, что

М, (4⅛l c ⅛ W1) > * [ф Wl - ~N • (2)Обозначим событиеΛf= {c[φ(yπ)]<c[φ(yπ)]-ε для всех λ≥0}.Тогда с [φ (yπ)]≤c [φ (Ул)] —еХм Для всех π≥0, где χw- характеристическая функция события Μ. Отсюда, на основании (2) и предложения 2.3, следует ^φωi-⅛<M,(⅞^-c[φ(Λ)])≤
≤m4-a⅛l ^[φ W])-εM, (⅛ zm)≤≤⅛W]-sM,(⅛⅛ Х„),т.е.

В силу производительности N

m-(⅛m=°∙Так как
⅞⅛Γ<θ∙ то P,(M)=M, (zm)=0.Следовательно, Py {τe < оо } = 1.Докажем теперь г-оптимальность м.о. т . Заметим, что для всех и>0, 

к на основании 2.2{τe > л} ⊂ {c [φ (к)] < c[ φ (∕n)] - ε} = {∕(у„) < s (yn) - εΛ (yn)} с<= {∕W ≠s 0,.)}<= {s W=ft (>’„)}•
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Отсюда, ввиду равенства Ps (yn) = My [5 (‰+1) | Г„] получаем (см. также [5] лемма 11.5)s(y)= f *0,)+ f Ps(y)= f s(y)+ f ∙s(j,ι) =
(τe-0> (τe>O) ⅛-0) fre>O)= f s(y)+ f *(j⅛) + f ftW =

(-.-o> i-,'-∣> ⅛>∣)

= f s(Ae)+ f »W = ••• = f s(y,e)+ f sW∙ (3)
{τε≤l} {~ε>l} {"e≤w} {τε>∏}(Здесь везде интегрирование по мере Pr)Так какs(Z>)≤NL sup∕+O⅛),

л k½nто f s(yn)≤ f Mj,nsup∕+(j>t)= f sup∕+(j⅛)≤
{τe>n} {"ε>n} к^П {-z>n}k^n≤ f sup∕+Cr*)→O при w→oo,

j к
{τe>n}Аналогично,

I s(y∏)≥ — I sup∕-(yfc)→0 при n→∞.
■' J к

(τe>∏} {τε>n}Поэтому, переходя к пределу в (3) при n→∞, получаем s (y)=My s (у.э). Отсюда M√0⅛l)⅛M∕∣yι)- ∣M,⅛(λ J≥5(у)-г.
К К КТеорема доказана.Следствие. Пусть Y — в n. 1 определенная марковская цепь. Пусть Т — 

оператор, определенный равенствомΓg(x)=Mθ.Jβ1g(x1)]. (4)
Обозначимτε = mm {t .g(xt)≥g (*f)-ε},

где g есть Т — э. м. функции g.
Тогда:а) если f(Q,x)εL(A~) и существует оптимальный м.о. цепи Y, то τ0 есть минимальный из оптимальных м.о.\б) если f (Θ, x)∈L (А~, Л+), то τε есть г-оптимальный м.о. цепи У, 

т.е. в обоих случаях достаточно наблюдать за цепью(xπ, σ(x0, x1, ..., xπ),Px).Доказательство. Заметим, что оператор Т определен корректно в силу условия I. Для доказательства следствия достаточно в условиях предыду-
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щей теоремы положить j = (Θ, х), yn = {β", xn) £ = (0, 1] ×E, ^=^1×^, Ё=Е, 
ä = h(y) = <∂, φ(j)=x, c(φ)=g (φ), A=l. Тогда очевидно, для любой ^-измеримой функции и (х)= и [φ (y)]∈L справедливо (1).В заключение хочу выразить благодарность Б. Григелионису за поставленную задачу и советы при ее решении.
Вильнюсский Государственный Поступило в редакцию
университет им. В. Капсукаса 29.1.1970
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APIE MARKOVO GRANDINĖS SU PERKAINOJIMU
OPTIMALŲ SUSTABDYMĄ

V. Mackevičius

(Reziumė)

Įrodoma viena bendra teorema apie pakankamas statistikas optimalaus sustabdymo uždavi
niui. Remiantis šia teorema, gaunamos optimalios ir ε-optimalios sustabdymo taisyklės Markovo 
^grandinei su perkainojimu.

ON OPTIMAL STOPPING FOR THE MARKOV CHAIN
WITH DISCOUNTING

V. Mackevičius

(Summary)

In the paper a general theorem on sufficient statistics for the problem of optimal stopping is 
proved. By means of this theorem, optimal and ε-optimal stopping rules for the Markov' chain 
■with discounting are obtained.




