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УДК 519.21

О СХОДИМОСТИ СУММ СЛУЧАЙНОГО ЧИСЛА 
СТУПЕНЧАТЫХ ПРОЦЕССОВБ. ФрайерВ теории массового обслуживания и в теории восставовления часто встречаются потоки событий, являющиеся суммами большого числа независимых потоков малой интенсивности. Например, поток вызовов, поступающих на телефонную станцию, можно представить как сумму потоков вызовов отдельных абонентов. Число абонентов велико и интенсивность вызовов от каждого из них мала по сравнению с суммарной и поэтому многие авторы исследовали предельное поведение такого рода сумм. Оказалось, что суммарные потоки приближаются при определенных условиях, найденных первоначально Пальмом и Хинчиным, а затем обобщенных Григелио- нисом [1], к пуассоновскому потоку. Этот факт объясняет хорошее согласование опытных данных о многих практически важных потоках с гипотезой о пуассоновости потока.В этой работе рассматриваются суммы случайного числа v независимых потоков событий. Такая ситуация встречается в ряде физических, инженерных и иных практически важных задач. Приведем несколько примеров.Рассматриваем поток вызовов, поступающих на телефонную станцию, который состоит из потоков вызовов отдельных абонентов с исправными аппаратами. Естественно предполагать, что число исправных аппаратов случайно и его распределение не зависит от времени. Тогда суммарный поток вызовов всех исправных аппаратов является суммой случайного числа v независимых потоков малой интенсинвости.Когда в физике имеется случайное число источников (атомы, ионы и т.д.), являющихся источниками каких-нибудь сигналов (γ — квантов, а — частиц), тогда суммарный поток всех сигналов является как раз суммой случайного числа независимых или слабо зависимых потоков.Суммы случайного числа рекуррентных последовательностей событий уже рассмотрены Харрисом [2]. Теорема 2 этой статьи распространяет его результаты на общие ступенчатые процессы.

Определение 1. Случайный процесс {X(t), ∕∈[0, оо)} назовем ступенчатым, если приращения X (t)-X(s), (s<t) могут принимать только неотрицательные целочисленные значения и Ar(0)=0.
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Определение 2. Ступенчатый процесс назовем пуассоновским с ведущей функцией Л (г), если он имеет независимые приращения и для всех s< t имеет место следующая формула:
P (x(0 = fc)= 1λ⅛,i1* е-Л«’, Jt = O, 1, 2,

где Л (/) — неотрицательная, неубывающая непрерывная слева, конечная функция, Л (z)=0 при f≤0. Пусть Х$п) (t) для каждого п последовательность независимых ступенчатых процессов, из которой мы образуем следующие суммарные потоки:
к

n*(o=∑ аг<”(о.
г = 1Говорят, что процессы lr⅛5(0 сходятся при n→∞ к процессу Y (/), если любые конечномерные распределения {¾>(∕1), ..., У£л)(/т)} слабо сходятся к соответствующим распределениям процесса Y (t).Обозначим

к
t)-∑P (х<"> (0=1),

г=1

к

ВЛк, t)=∑P (x<">(0>l),
г=1

Rn (к, t) = max P (X<л) (∕) > θ) •
l≤r≤fc \ 'Пусть в дальнейшем величины vn обозначают неотрицательные целочисленные случайные величины.Имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Пусть существуют постоянные Knt такие, что

limlimsup < У Р~0 "→β ,∣r-V<⅛limΛ,(⅛n, 0 = 0 (3)
n→∞

для всех t. Процессы Y<ζ (t) сходятся к пуассоновскому процессу с ведущей 
функцией Л (t) тогда и только тогда, когда имеет место∖mh,(k,, t) = A(t) (4)

n→∞
U limBn(½n, t) = 0.

n→ooДоказательство. Из процесса У£л) (t) образуем следующий вектор:
s?’(f); ={ ⅛,(⅛)- nn,(⅛)........ ιrζ0ω- n”«»-.)},

~→1 (при n→∞ по вероятности), (1)
Кп р
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ΓAefι = (r0, Ą, ..., ∕m) и 0≤ro<⅛< ... <tm (и, k=0, 1, ...). Аналогичные векторы!^ (f), построим из процессов X<ny (t) и Y<β (f), соответственно.Эти случайные векторы порождают мерыμjm=7>(⅛>(f)e^ μω(Λ)=p(⅛<*(f)eΛ),где А — борелевское множество в пространстве ∕⅛ = {x1, ..., χm∖ χi>0}. Пусть через μ (Л) назовем соответственную меру пуассоновского процесса с ведущей функцией A (t). Григелионис доказал, что при условии (3) соотношение (4) эквивалентно тому, что меры μ^ слабо сходятся к мере μ. Значит, достаточно доказать, что при наших условиях (1), (2), (3) из слабой сходимости мер μjcn> к мере μ следует слабая сходимость мер rμJJ к мере μ и обратно.Докажем сначала важную лемму, которая имеет самостоятельный интерес и является обобщением одной теоремы переноса В. Рихтера [3] для последовательностей со случайным индексом. Пусть случайные элементы Yjζ> и 
Y принимают значения в метрическом пространстве (М, р, 93м) и порождают на борелевской алгебре ∙Bm меры μ{*,> и μ. Пусть σμ — алгебра непрерывных множеств меры μ, т.е. √4∈σμ⊂5Bjtf еслиμ(C4 ∩ CΛ)=0,где СА обозначает замыкание и А — дополнение множества А.

Лемма. Пусть существуют числа Кп, стремящиеся к бесконечности, 
такие что при n→∞ по вероятности

и для любого ε > 0limlimsupP t max p(K⅛∖ y⅛'0)>ε] = 0, o→0 n→ao ' I fc—kft I < ckn ' n '

тогда при n→∞ следующие соотношения эквивалентны'.

μW=>μ.Доказательство. Пусть Λ∈σμ. Обозначим: B=={ω=r<">≡Λ},
В: ={ы: Y%<ξA},C=={ωcp(yω rg)<ε}, 
D∙.={a∙. max p(lT'-r⅛>)<ε},
E-.={ω∙.hn-kn∖<ckn},
F: =ЕПС,
G'.≈B(∖F, G'.=BnE

H∙.=BħF, H.=B∩F

(5>

(6)

(7)

(8)
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Из условия (5) и (6) следует, что для любых положительных чисел ε и η найдется число С, такое чтоP(Z))<η и P(P)<η, yn>Λ0,.Очевидны следующие соотношения:
DUf⊃G∪f=F⊃EПоэтомуР (Я) ≤P (Р) + Р (£) ≤2η.Существуют ε — окрестности Uεfc (А) ∈σμ множества А в метрике р и εk→0. Имеет местоG≡r∩{yζ>∈σ4(Λ)},
GsF∩{Y^eUct(A)},и, следовательно,
Р(B)=P(H)+Р (G)≤2η+P ( У'"„> е U,k(A)), (»)

P(5) = P(⅛)+P(G)≤2η+P(yW∈σ4 (Λ))∙ (»*)
Перейдя в неравенствах (*) и (**) к пределу по п, который по условию теоремы в одном из этих случаев существует, получим

Так как Λ∈σμ, то
lim supP (В) ≤ μ ( Uεk (Л)) + 2η,или lim supP (В) ≤ μ (Uεk (A) j + 2η.
ИтИ(яЕл(Л)) = и(Л).

fc→αo ' 'Число η можно брать сколь угодно малым, поэтому верны следующие неравенства:limsupP(y^∈Λ)≤μ(Λl) (9)
π→oo

ИЛИ limsupP(yW∈ Λ)≤μ(Λ). (Ю)
Λ→aoНеравенства (9) и (10) сохраняется, если в них А заменить на Л, а отсюда следует, чтоlim infР (y⅛J ∈ А) ≥ μ (А),
n→oolimfafP(y<">eΛ)>μ(Λ).
n→∞Лемма доказана.
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Используя лемму, для доказательства теоремы достаточно показать, что условие (6) выполняется для последовательности (f) в эвклидовом пространстве 1⅛ с обычной метрикой. Имеет место следующая оценка
max m>(f)-S⅛(f)ll =

∖k-kn∖<ckn= ( max į [П"> (∕j)- yį"> (⅛.1)- У# (ti) + y⅛> ⅛-1)]2)2^≤ 
∣fc kn^<ekn 1∙=1

≤(∑ [ Σ (x<">(∕i)-x<">(6-1))]1)2∙

Отсюда следует соотношение (6), так как/»( max l∣W(f)-δ⅛,(D!l>ε)≤ 
v∣*-^⅛∣<⅛ '

≤p (∑ [ Σ (^(*i)-^(<i-ι))],>ε2)≤

≤ 2 Р (x<">(tm)>θ).∣'~^⅛l<⅛Теорема доказана.Пользуясь предыдущими обозначениями, сформулируем следующую теорему.
Теорема 2. Пусть величины vπ не зависят от процессов Xį^ (t) и пусть 

существуют числа Кп, такие что при n→∞

Р (⅛<x)-s∙Λ(χ) и k*→∞∙ (И)

Пусть выполняется по у равномерно для каждого конечного интервала 
и всех t

]iτa λn(ykn, t) = ∖(y, t), 
n→∞

MτaBn(ykn, r) = 0,
n→∞

]im R„(yk„, r) = 0,
n→-∞

и функции А (у) и Л (у, t) не имеют совпадающи разрывов по у. 
Тогда

UmP(0W(f) = fc) =
n→oo

(12)

(13)

(14)

[Л Су, ⅛)-Λ(y. ⅛-,)]*ε*,1
где

k=(k1........ km) и ki=Q, 1, 2, ..., (ι=l, ...» т).

(15)
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Доказательство. ОбозначивЛ” (α)- f e-<o∙3'μi">(<∕3).3e⅛ψW(α)= f e-^VμM(<fi),

где a≡R+, получим с помощью результатов Григелиониса [1], чтоΛn>W=exp{f [Λ(fc, r4)-Λ(⅛, r,-1)](e-o*-l) + 9=1+ O[Λn(⅛, tm)+Bn(k, rn)]∣. (16)
Имеет место следующая лемма.Лемма 2. Если последовательность измеримых функций φn (x1, ...,xm) 
ограничена одной постоянной и на каждом компакте равномерно сходится 
к функции φ0 (x1, ...,xm), а последовательность функций распределения 
Fn (xι> • • •» хт) слабо сходится к функции Fo (x1, ...,xm)u функции φ0 (x1, ..., xra) и Fo (xlt ..., хт) не имеют совпадающи разрывов, тоВт Г φn(Xι....... xm)dF.(x1, ..., xm) =

n→∞ „Rm

= f Φo(*ι..............×m)dFn(x1..................xm).

RmДоказательство. Из того, что последовательность функций Fn слабо сходится и функция Fo не имеет разрывов, совпадающих с разрывами функции φ0, следует, чтоUrn f Φθ(*l..............∙∙∙ Xm)= f Φo<^o∙n→∞ о »^m ятДалее, из ограниченности функций φπ, получим для подходящего компакта
I f (Φ.-Φo)Λγ.∣= f ∣Φo-φ.l⅛+f l<Po-ф»I<0r.≤

*m ‘ ⅛≤o(l) f dF„+2c f dF.=o(l).
K iОтсюда легко выводим утверждение леммы.Так как по соотношению (16) и по условиям (12), (13), (14) функции ∕gjζ1 (α) сходятся равномерно по у, т.е.

Um∕‰(α)=∏ exp{[Λ(j>, t,)-Λ(y, Z,-ι)] (e^"⅛-1)}=Φ (у, а) 
n→∞ 1
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то, используя лемму, получим
00 оо

limψ¾>(α) = lim [ ∕‰(α)<∕P(vn<fcnj')= [ <f(y, a)dA(y). 
n-∞ "→~ į 6

Формула обращения преобразования Лапласа дает нам соотношение (15). 
Теорема доказана.

Замечание 1. Если все процессы (t) одинаковы, т.е. все векторы х<и) (f), 
(r=l, 2...) имеют одно и то же распределение, то условия (2), (3), (4) теоре
мы 1 и условия (12), (13), (14) теоремы 2 выполнены, когда существуют 
пределы

lim^p(x}">(n=l) = Λ(∕),
n→αo ' '

limfcπP
Λ→∞

(∙χ∙f> (t) > 1) = о,

где k→∞ при n→∞.
Замечание 2. Как видно из теоремы 2, предельный процесс может быть 

смесью пуассоновских процессов. Такой класс потоков пока мало исследо
ван. Было бы интересно решить задачи теории массового обслуживания также 
для таких входящих потоков.

За постановку задачи и ценные советы я очень благодарен Б. В. Гнеденко.
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APIE LAIPTUOTŲ PROCECŲ ATSITIKTINIO SKAIČIAUS SUMŲ KONVERGAVIMĄ

B. Frajeris

{Reziume)

Įrodomos dvi teoremos apie atsitiktinių laiptuotų procesų atsitiktinio skaičiaus sumų konver
gavimą į Puasono procesą arba į Puasono procesų mišinį.

ÜBER DIE KONVERGENZ VON SUMMEN EINER ZUFÄLLIGEN ANZAHL 
ZUFÄLLIGER STUFENPROZESSE

B. Freyer

{Zusammenfassung)

Es werden zwei Theoreme über die Konvergenz von Summen einer zufälligen Anzahl zufäl
liger Stufenprozesse gegen einen Poisson-Prozess oder gegen eine Mischung von Poisson-Prozes- 
sen bewiesen.




