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РЕШЕНИЕ НЕКОРРЕКТНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 
€ ЛИНЕЙНЫМ НЕОГРАНИЧЕННЫМ СИММЕТРИЧЕСКИМ ОПЕРАТОРОМ 
В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕБ. И. Кунейкайте
ВведениеВ работе рассматривается уравнение

Af=g, (1)где А — линейный неограниченный симметрический оператор в гильбертовом пространстве Н, в том случае, когда не существует всюду определенного ограниченного обратного оператора Λ~1 (иначе говоря, нулевая точка принад­лежит спектру оператора А), но существует хотя бы одно решение уравне­ния (1). В этом случае решения уравнения (1) не являются непрерывно зави­сящими от вариаций правой стороны и от вариаций самого оператора А, т.е. задача является некорректной.Обзор по некорректным задачам можно найти в [1].В настоящей работе наряду с уравнением (1) рассматривается уравнение
(^zj + ∕αnZ)∕=gδn, (2)где Aδn=A + 8nA, δπA — ограниченный симметрический оператор в пространс­тве Я, ||8„Л ∣∣≤δ√, gδn∈tf, IIS-⅛ II≤‰ an, δn>0.В работе доказывается, что в том случае, когда для некоторых последова­тельностей положительных чисел {δn} и {an}, an=an(δπ), an, δn→0 и δn = = o (an), существуют решения уравнений (2) f8n вд, а также для некоторых {δ'} и {a'} — решения уравнений
(A + i^nI)f=g8>n, (3)где {δζ} и {a'} — последовательности чисел, удовлетворяющих тем же усло­виям, что и {an}, {δπ} (возможно 8n = 8,n, aπ=<x'n) и ∣∣g-g8n II≤⅜, f8π „л схо­дится к нормальному решению (к решению с наименьшей нормой) уравнения (1).Совсем аналогично задача решается в работе [3], только там рассматри­вается уравнение, когда А — линейный самосопряженный оператор.В настоящей работе будем пользоваться терминами, определениями и теоремами, изложенными в [2], [4], [5]. Особенно воспользуемся тем, что каж­дый симметрический оператор можно продолжить до самосопряженного опе­ратора (см. теоремы [2] и [4]).1. Рассмотрим уравнение
Af=g, (1)
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где А — замкнутый неограниченный симметрический оператор, область опре­деления которого Da плотна в Я, в том случае, когда не существует [обратный ограниченный оператор A~1, но существует решение уравнения (1). В этом случае решения уравнения A∕ι=0 образуют линейное, замкнутое множество 
Jf1 (линейность и замкнутость следуют из того, что А — линейный и замкну­тый), которое является подпространством пространства Н (H1c∑H).Тогда каждое решение уравнения (1) можно записать в виде:∕=∕* + ¼где heH1, т.е. h — решение уравнения Ah=0, a f* ±H1. Так как∣l∕ll2 = ll∕* ll2 + l∣A∣∣2≥∣∣∕* II2,то /* — нормальное решение уравнения (1). Не трудно доказывается единс­твенность этого решения. Уравнения(j4δn + iα,∕)∕=gδn, (2)

(A + ia'nI)f=ge∙n, (3>где A8π, g8n, g8-n — определены в начале работы, имеют, очевидно, единствен­ные решения.2. Рассмотрим уравнения
Af=g, (1)
B+f=g, (4)где В+ — самосопряженное расширение оператора А с выходом из пространс­тва Н в H+ (Н+ - гильбертово пространство, содержащее пространство Hr ЯсЯ+)[2], [4].Докажем, что, если только уравнения

(A + ia,,nI)f=gs∙π (3)имеют решения ∕⅛ e;, ⅜, ⅛→0 и δ[, = o(a'), то нормальные решения урав­нений (1) и (4) совпадают.Допустим, что нормальные решения уравнения (1)/*, а уравнения (4) Так как решения уравнения (1) являются решениями уравнения (4), тоii7i∣h÷ ≤ii∕*i∣h∙Пусть f8∙n a∙n - решения уравнений (3). Тогда Afs∙n^n=B+f^a'n и ⅛n a∙n удовлетворяют уравнениямΛ÷∕⅛,⅛+fa^∙⅛,⅛=g⅛. (5)Когда n→oo, тогда aζ→0, gδ{t→Z> и мы получим
¼ ⅛→∙7(см. [3]). Значит, ∣∣∕si,⅛-∕s⅛⅛l∣H+→θ∙ Но

∣∣¼⅛~⅛n, am 11 "+ = l∣≠⅛, ⅛ “Ли. ⅛ι 1'h→0∙
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Значит, fδ'n a'n сходится вНн поэтому/еН. Из уравнения (3), когда w→oo, получим Afδ∙n a'n→gtf8'π ⅛→f∙ Так как оператор Л замкнут, то ∕≡Da и Af=g, и должно быть Ц/H>∣∣∕*∣∣. Поэтому 1∣∕* ∣∣ = ∣∣∕∣∣. Но нормальное решение единственно и поэтому/*=/. В частном случае, когда В+ существует в про­странстве Я (т.е. Н+=Н), нормальные решения уравнений (1) и (4) совпа­дают.3. Рассмотрим уравнения
Af=g (1)
(Asn + ia,I)f=gtπ. (2)Пусть уравнение (2) имеет решение Д „л (n= 1,2, ...). Оно будет единственно и будет удовлетворено равенство
(Asn + icιnI)f6naπ=gβn. (6)Заменим Aδπ через A + 8πA и после переобразования получим:
(А + >αn ∕)∕,n c,n=gSa + (А - Asι)ft,ιι,Составим уравнение
(А + ian I)f=gδn + (Л — Aδn)fδn, ап. (7)Оно имеет решение ∕δn, вл, и решение единственно. Оператор (Л + ^'а/)-1 су­ществует в точке gδfj + (A-Aδn)fδn,an и ограничен в своей области определе­ния. Из (7) получим:

f>n, «„ = (А+<■«„ ∕)-l (г,л+(А - Д)Д, αJ • (8)Совсем аналогично, подставляя в уравнение (1) его нормальное решение/* и прибавляя к обеим сторонам полученного уравнения по ia∙nf*, получим:
Af* + ⅛.∕*=? + >«„/*.

(А + ∣αn I)f* =g+iaaf*,∕*4Λ + ι≈n∕)-1(g + ⅛,,∕*). (9)Вычитая (9) из’(8), получим:
«„-f* = (А + >an ∕)^1 (gsn-g + (A- Atn)ftιι, ,a - <«„/*) •

Отсюда совсем так же, как в работе [3], получим:IIД.«„-Z∙ II ≤8, II (А + ιan∕)→∣∣ (1 + || Д, ;л II) + «„ || (А + ia„I)→f* ||. (10) Пусть самосопряженное расширение В+ оператора А существует только с выходом из пространства Я в Я+; тогда, если / удовлетворяет уравнению
Af+ ianf= g,то оно тем более будет удовлетворять уравнению
B+f+ia-nf=g.
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Тогда
/= (А + zαn I)~1g = (B+ + /ая Z)→ g, f, g e H.Из (10) получим:∣∣An, ая -/* 11 ≤ δn II (В+ + za„ Z)-1 II (1 + ∣∣∕δfl, ал ||) + an || (IT + zaπ I)→f* ||.Мы получили совсем такое же неравенство, как в работе [3], где доказано, что правая часть всегда сходится к нулю, как только an, δn→0, an=aπ (δf,) и δn=o (an) (если /♦ — нормальное решение не только уравнения (1), но и уравнения (4)).Таким образом, мы доказали следующее утверждение.

Теорема. Пусть А — линейный, замкнутый и неограниченный симме­
трический оператор, область определения которого плотна в гильберто­
вом пространстве Н, и пусть не существует обратного ограниченного опе­
ратора А-1, но существует хотя бы одно решение уравнения

Af=g∙ (1)
Тогда, если только существуют решения f8n а„ уравнений

{A8+i<ιnI)f=g8n (2)
(A + i⅛I)f=g8∙n, (3)

где δπ, an>0, a,n, δ>0, an = aπ(δn), <⅛ = oζ(δj,) и A8π = A + 8πA, δnΛ - огра­
ниченный симметрический оператор в Н, ∣∣δπΛ∣l≤δn, g8π, g8fn≡H, l∣gβn- —g∣l≤8n, ||gs; —811 ≤ ⅜, то они единственны и, кроме того, как только δπ, aπ→0, δn = o(an), то решение уравнения (2) сходится к нормальному 
решению уравнения (1).Норма IIAπ,aπ — ∕* II оценивается также, как и в работе [3].

Примечание. Условие, чтобы уравнение (3) имело решения, нужно только для того, чтобы нормальные решения уравнений (1) и (2) совпадали.Вильнюсский Государственный университет Поступило в редакциюим. В. Капсукаса 2.Ш. 1970
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NEKOREKTIŠKO UŽDAVINIO SU TIESINIU NEAPRĖŽTU SIMETRINIU OPERATORIUMI 
TIESINĖMS LYGTIMS HDLBERTO ERDVĖJE SPRENDIMASB. Kuneikaitė
(Reziumė)Straipsnyje nagrinėjamos lygtys

Af=g, (1)(¼+⅛.∕)∕-Λ,. (2)(Λ+⅛fl∕=¾ (3)kuriose A — tiesinis simetrinis neaprėžtas operatorius Hilberto erdvėje Ht A8fi=A+8nA, 
8nA — aprėžti simetriniai operatoriai erdvėje H, || 8nA l∣≤δ∏, g e H, gsn<≡ H, llg-^an ∣l≤δπ, δ∏,αn>0. Įrodoma, kad (2) lygties sprendiniai ∕sn, απ konverguoja į normalinį (1) lygties sprendi* nį /* (t. У- i sprendinį su mažiausia norma), kai 8n, αn→∙0 ir 8n=o(an) ir kai (2) ir (3) lyg­tys turi bent po vieną sprendinį.
NICHT KORREKTE AUFGABEN IN DEM HILBERTSCHEN RAUME FÜR LINEARE GLEI­
CHUNGEN MIT NICHT BESCHRÄNKTEN LINEAREN OPERATORENB. Kuneikaitė
(Zusammenfassung)In der Arbeit untersucht man die Gleichungen

Uf=g, (1)
(U8n + ia.„I)f=gBn (2)
(U+i<z'nI)f=gδ,n)t (3)wo U, Usn lineare nicht beschränkte Operatoren in dem Hilbertschen Raum H sind, Į| ⅝π- - U∣∣≤δn, gt g8n≡H, ∣l^-^8nl∣≤δπ, 8n, an>0. Der Autor beweist, daß die Lösung ∕δn, an 

der Gleichung (2) zu der normalen Lösung (d. h. zu der Lösung mit der minimalen Norm) der Gleichung (1) konvergiert, wenn α∏, δn→0, δzj=o(a∏) und die Gleichungen (2) und (3) eine oder mehrere Lösungen haben.




