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ОЦЕНКА СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ В МНОГОМЕРНОЙ ИНТЕГРАЛЬНОЙ 
ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ В СЛУЧАЕ СХОДИМОСТИ К УСТОЙЧИВОМУ 
СИММЕТРИЧЕСКОМУ ЗАКОНУИ. И. БанисРассматривается последовательностьξ1,ξ2,...,ξn,... (1)независимых одинаково распределенных fc-мерных случайных векторов.

1 __ 1^ 1Пусть F(na х) — функция распределения величины ξi п “и F*a(na х) — -функция распределения суммы S„, гдеS. = √≡'(ξ1+...+ξ.) <2>и α (0<α≤2). Обозначим через G(x) функцию распределения ^-мерного невырожденного симметрического устойчивого закона с показателем a (0 < a ≤ 2) и характеристической фукцией
f(h> (3)Пусть μijl(т) — псевдомоменты и vi(т) — абсолютные псевдомоменты, гдеμσ, (m) = f (f(x) - G (x)) . (4)

lik
ki + kj + kι = m, ki≥Q, kj≥0, kl≥0,

i, j, l=∖,2, . ..,k.
и v∣(ot)= f I xi ∣m∣<∕ (f(x)-G(x)jj , v(m)=∑ vj(m). (5)

»k J-1
Теорема 1. Пусть последовательность (1) такова, что при r=l + [a]^ μjj7(0)= ... = μij∣(r- 1) = 0 и существуют конечные абсолютные псевдомо

менты v(r). Тогда имеют место оценки’.!F*√x)-G(x)l≤c-<*>t^⅛ (6)
п a

если v(r)≤l, 0<a≤2, и

! F*" (п « х) - G (х) I ≤ , (7>
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если v (r) > 1, -i- < α ≤ 2.
Лемма 1. Пусть G (х) —функция распределения k-мерного устойчи

вого симметрического закона с показателем a(0<a≤2) и плотностью 
g(x)∙ Р(х) — к-мерная функция распределения и G (х) - k-мерная фун
кция, которая равна функции F(x) при x = (-oo,...,-∞) и x = (oo, ... ...,оо); в каждой конечной точке существует ограниченная производная∣G⅛(x)l≤Λ, f=l,2, ...,к.

Если для всех хj[f(x)-G'ωi*G(^)∣≤Λf(ε) (8)
и P(k)> q (к)-положительные числа, удовлетворяющие соотношению

к
3π 2 Р W^⅛ f pt-⅛(p)⅛=l+-^, (9)

то \ 2 / 0I F(x)- G(x) j≤max [q(k)M (ε), 2εkAp(k)] (10)
для всех х.Доказательство леммы 1. Оно проводится аналогично доказательству леммы 1 работы [1]. Пусть верхний предел∣F(x)-G(x)∣ (11)будет δ и для каждого η>0 в какой-то точке xan = (xlf∖ . ..,x<θ>), поэтому следует, что∣F(√°))-G(χ(°))]>δ-η. (12)Применяя формулу Тейлора, для функции G(x) получаем

G (х) = G (x<0>) + (x1 - х<?>) G'xι [xω> + Θ (х - x<0>)] + .. . ++(¾→2)(⅛Jχ<0,+Θ(*-*'2>)]. O<Θ<1. (13)Согласно предположению
!G(x)-G(√°>)l≤Λ 2 (14)

. т=1Предположим, что верхний предел F(x)-G(x) совпадает с ∖F(x)-G(x)., тогда в точке х(0)F(χ(°))> G(x<0>) + δ-η. (15)Так как F(x)-функция распределения, то для каждого xl∙ следует, что
F(x)-G (х) ≥ F(x<0>) - G(x)>δ-η + G (х<0)) - G (х) >

к
>S-η-A 2 ⅛-x,m)> <16'•где √P>≤x,≤√9>+-8~η- , /=1,2,
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(17)

(18)

Рассмотрим выражение[F(x)-C(φδ (-Į).M(ε)>∣[F,(x)-G(x)]*G (-)]=⅛f (f(0-G(t)]g{^-)Λ =
ξεz Rk

= ⅛∣ f [Λ0-g(0)f(2^l)<∕'+
r<s-,>

+ f

κk∖4δ^'n,где J⅛δ-η'-множество точек t = (t1, ι2∙ ...,tk), удовлетворяющих условию *<P≤fi≤*<P+⅛p г=1............к.

Так как для всех х ∣ F(x) — G(x) ∣ ≤ 8, то(tf(e)>⅛l ∕ [δ-η-Λ 2 (*m-'m,)g (^Γi) dt~
gfį-Tį) »1=1; <44 (19)Rt∖⅛δ^,1>После замены переменных

Xi-ti -=-vi

и подбора xi- x-0∖ равным82£Л ’ i=l, ...,Jt,получаем
M(ε)> f [^2" δ-η-ε^ f g(v)dv, (20)

⅛(δ-η) ot=1где 7⅛δ-7° — множество точек, удовлетворяющих8 δ-2η . 1
cλzkA <lzkA ' 1 ’Используя соотношениеI* g(v)dv = 1 - [ g(v)dv

Rk∖R^-^ R^

для (20), получаем
(21)

к
M(c)> f [∣ 8-η-εΛ ∑ ε⅛,] g(o)<fo-δ. 

¾S-η)

(22)
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Полученное неравенство верно для данных δ, k1 ε, А и для всех η. Тогда при η = 0 следует, что
к

M(ε)≥ f [I δ-εΛ 2
где Rk - множество точек v = (v1, v2, . .., vk)

Заметим, что
кf 2j t,m^W^ = θ∙

Rk m=lтогда Λf(ε) ≥δ [ f j g(v)dv- 1 ] , 
*kили

δ
2kεA

[ I f

δ
2kεA

δ
2kεAf g(υ)dv- 1 ] . s
’ 2*еИ

(23>
(23')
(24>

(25)
B gfc-мерный куб (23') впишем сферу радиуса -%кеА и, используя выражение плотности симметрического устойчивого законаf ₽2 J (p|x|)/(p)dp,

0 2

гИ—,1 ,

1) -^-j≤p(fc), тогда δ≤⅛W∙^ε^и 2) 2*J1>P(fc)' тогда 3<9(fc)Λ∕(ε).В случае, когда верхний предел ∣F(x)-G(x)l равен G(x)-F(x),' доказательство проводится аналогично данному выше, получаем утверждение леммы 1. I F(x) - G (х) I ≤ max {q (к) М (ε), 2кг Ар (к)}.

(2π)2 I х |2которое дается в работе [2], (25) представим в виде . δ[-2 I-⅛τ f p*"1g(p)√p-l .
Г(Ю » J

(26)
(27)

p (к) подберем настолько большим, чтобы q(k)>0. Возможны два случая:
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Доказательство теоремы. Проведем его методом математической индукции. Сначала рассмотрим случай v(г)≤ 1. Покажем, что при п = 1 место (6). Оценим сверху следующее’ выражение:[F(x)-G(x)].G (Į).
Оно равно:∣[F(x)-G(x)] *G(I)∣ = ∣ f G(^)rf[F(r)-G(Z)] j.

RkРазлагаем G ( x~t j в ряд Тейлора
g(÷)=g(tH ('1⅛÷∙∙∙÷λ⅛)g(^)÷...÷ 
+<-1>r ^7i⅛r ('* ^⅛ + ∙∙∙ +,‘ ¾r), g (42l), о<0<1- Пользуясь тем, чтоμ0z(θ)= ∙ ∙ ∙ =μv∕('∙-1)=°. ЛЛ ∣=1............к,

имеет
(28)
(29)

(30)
(31)и неравенством

(1'11 + ∙ ∙ ∙ +1 M)r ≤ *r^1 (I '11' + • • • +1 h I'),получаем (32)
к∣[F(x)-G(x)]*G (^)∣≤i 2 v"<r>≡∣x I

77t=l ⅛

ffnl + ... + mk (33)
/71=1где m1+ ... +mk = r.Для оценки

I 0m,+∙∙∙+m⅛ (34)
воспользуемся тем, чтоgW=g(⅛)*g(⅛)> σ5, + σ5= 1. (35)

1
fsJc+ml+,..+mk

Rk
f σ(⅛b4*→)∣a.

дх^-дх^ 1 σ> 'lПосле замены переменных получаем
(36)

a"∣1+∙∙ +"* (37)
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Предположим, что σ2 стремится к 1. Тогда
zy^ι+ .,.+mk i

i σ<χ) ≤2c*(*)' <38>I ∂x^i...∂xkkгде <⅛(*)= f I—--------- #(»)| dv- (39)
Имея в виду (38) и (5), окончательно получаемI [F(x) - G (x)] * G (Į) Į ≤ Wt>*"1 . (40)Применяя лемму 1 и подбирая

ε = c3(fc)[v(r)] '+1 , получаем:
l F(x) - G (χ) ∣ ≤ ⅛⅛H≡W121≤L
1 СЗ {к)

+ 2k c3 (к)р (к) č, [v (г)]'+1 =
= [v(r)]'+l [2ciwc⅞hγ^1 + 2*<⅛(к)р(к)Č,] , (41)где

∂G (х)c7 = max - .7 xeRk dχiОбозначая выражение в квадратных скобках c1(k), получаем ∣F(x)-G(x)∣≤cl(fc)[v(r)]÷. (42)
Допустим, что имеет место оценка1 -Ц-I F*s (sax)-G (х) Į ≤ c∙ <*> tv --- (43)

для всех 5≤h-1, и докажем, что (43) она имеет место и для s = n. Оценим сверху выражение
1 1 / г\Φ = [F*"(wαx)-G*n(Hαx)] ♦ G [į-] . (44)Для этого представим его в виде

Φ = ^ F*z,^m-1 (τιax)*[F(πax) — G(Hax)] * G (~J . (45)
m = 0где ε⅛ = ε°.∣ + ∣, εnl>0, ε0 = ε, Г*»(и“х)= 1 .
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Пусть

p*n-m-l (wαχ) = Qtn-m-l (μiχ} _|_ (χ).Тогда Ф перепишется так: я-1 2Ф = 2 [<;♦«-m-i (nαjc)+ Rm (x)] *
m = 0* [F(n“ x)-G(n7x)] ∙β(^) =

= n [F(n*x) -G(nix)] * G +
∖ εn-ι Z

n=2 1 - / 

m = 0где j
G (^⅛^) = G*"^m^1 («’*)* g (⅛) ’

Для краткости обозначим fln(x) = jRn(x)* G(-£-), jy-→W = σ(⅛∙Тогда (47) запишем в таком виде:£ £Ф = п [F(nα х) - G (пax)] ♦ Hn.1 (х) + л-2 i 2+ 2 [F(n'x)-G(n∙'x)]*Hm(x).
m=0Применив формулу Тейлора, получаем

Hm(x-t) = Hm(x)-(t1-^+ ... +tk-^-)Hπl(x)+...+ 
+<~1)' π ('* ^⅛+ ••• +,‘ 0<θ<1∙Принимая во внимание (5), (31) и (32), получаем ∣[F(√x)-G(n⅛*tfm(x)∣≤ V-1JV7v(r)

,mk

где АГ.-шах Ą--------Hm(x)∖.
xeR∣c' ∂x^l...∂xkk 1Следовательно,

(46).

(47>

(48>
(49) .

(50)

(51)
(52)
(53)

1Φ∣≤ kr~1Nπ-1v(r)
r—a

, ∕r~1v(r)
л-2

∑ ‰
m=0

(54)
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TJ& j,--τ.l∣^⅛',-w∣∙ 1551Оценим Nm∖
Nm ⅜ max I Rm (v) ∣ ∙ -p⅛r f [ g ( ∣ <⅛ (56)

vεRk em ∂x∣1 ...∂xkκ x n, , 1и после замены переменных
получаем

Nm^ max∣Λm(ι>)∣∙ -į- f I —------- g(t) ∣ dt. (57)"⅛ ¾∙ I *7∙,-*∕ 1Принимая во внимание (39) и предположение индукции (43), получаем
1 

n < C1(⅛)C2 W[v(r)]r+1 
m г—а

(л-m-l)"“" ermА пользуясь (38), получаем оценку для
2<M*)
ε∏-l

(58)
(59)Из (58) и (59) следует, что

φ 2V->c,(⅛)v(r) "у ⅜l-∙c,(⅛)⅜(⅛)[v(r)l^f÷r+'

I I г—а * г г—а
n~⅛-∣ ",-0 nτ (π-m-l)~ εrm

(60)
Оценим сумму сверху

л-2

∑ -—I
m=0 n α 1 \

---------ΞΓ^÷
(n-i) “ л“ е

(61)л-2
+ ∑ ------------------ Ξ⅛----------------Σ

ra^l (п—т— 1) α (m+nε*)αОценим второе слагаемое в (61). Имеем
л-2 л-2

Σ 1 У п — т—1
r—а г Г

т=! (п — т—1) α (m+nεα)α m=1 [(п — т -1) (m + nε<√≡^

п—2 г
1 у f ( 1 i 1 )* (n-m-l)]≤

r Li L \ л — m — 1 m + nεβ) ,
(л—l+flεβ)β

≤ V [∑ ------⅛+(-2) ∑ -----M- <®2)
(л_1+леа)« "»=' (Л_ш_1) ∙ ",= l (m + πεα)α
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Для окончательной оценки (62) рассмотрим следующие случаи:

тогда

и

тогда

и

тогда

И

1) — <1, , а
получаем, что

л-2

Σ
Л1=1

г—a

(л — тп — 1) ®

л—1
≤f

о

dx
г—а

(л-х-1) ®

2а—г

≤ Ö-------  п ®2а—г (63)

л-2

Σ
т=1

2)

—⅛≤f

(т + ле®)® 0

dx « __
r r —a

(х+лг®)® л

1
r—a

“ zγ~λ

(64)

— = 1. 
а

получаем
л-2

Σ
Л1=1

3)

-----1-r ≤2 In (п+1)
л—т—1 v ' (65)

(66)

^->1, 
а

для сумм (62) получаются следующие оценки:
л-2

Σ
л»=1

1
≤ Cj (67)

(n — m— 1)

1 < * 1 
r-a Lz« 

л ® ∙ εr"a

(68)
m=1 (/л + л —εa) ®

Замечание. Через ci 
c=c (а).

Окончательно при < 1 и (63), (64) получаем

и i =1,2, ... будут обозначаться константы

где

1 г
lφ∣≤ M')lr+1 Į 2fcr~1 c8 (£) [у (r)] γ÷1

г—а 
П ®

e;-i

r—a
l 2~^-ιcι(Ar)c,(Ar)v(r)

г 

naεr

+

+ c8v(r) + ^-χCι(Ar)c8(Ar)⅞v(r)
(⅛-÷√г г—а

а а п
г—а 

п ® εr~a

r—a 
2~ 

cι>-~2^
• а

⅛ =

2r-a

2 ® ∙a
r —a

]■ (69)
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(70)

При —- = 1 и в силу (65) и (66) получаем1 гI ф I < M'∙)]r+1 Г 2⅛'-ι<⅛(⅛)[v(r)],∙+' 2⅛f~1c1(⅛)eg(⅛)v(r) ,I I ''' r-a I г "t^ -2 r-r ^,^*■ ел —1г—а
п~“~

1 W'c1(k)c2(k) ln(∕ι+l)v(r) , 8V-ic1(Ar)c2(Λ)v(r) ]
^t^ / — i ∖2 ^,^ - e∙a J •/л-1 V( — ÷eβ) nПри > 1 и в силу (65) и (66) получаем

n εα

г—а 
п a εr-'

ni zr

]• (71)
Пусть i. <⅛(*)NW]'+'ε

n aДля завершения доказательства используем лемму 1, предполагаяG(x) = G(x).Если V-<1’ τ°, ИСПОЛЬЗУЯ (θθ)> получаем: ∣^(Λ-eω∣≤c-wt^⅛ [?(*) (»+

где

r—a Л a
kr-'c2(k)c6 A∕~1ca(Ar)cβ ■ Arr~1ca(Ar)ca∖ 

cr3(k) c≡(fc) cr3~a(k) Il 2ca(Ar)∙y(Ar)c7 J ,
cΛk) г—«

c5=2 a ,

,r—< (72)
г-1cβ=2 a ё2-r+α

c4=2 a ,В (72) c1(k) и c3(k) можно подобрать достаточно большими так, чтобы выражение в квадратных скобках было меньше 1.В случае = 1 в силу леммы 1 и (70) получаем∣F*"(n÷.)-σw∣≤^⅛≠ [9(jt)(^p + 
2V~ic,(⅛) 16⅛r~1 In (л+1) ea(⅛) 8V~'c,(⅛) \сз(*) (2 с? (к) л«-'-1)’ п сЦк) I, 2cs(fc)fcp(⅛)S, ] 

' λ (Ь\ J •Ci (Ar) (73)
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Здесь c1(k) и c3(k) можно подобрать такими, чтобы выражение в квадрат
ных скобках было меньше 1.

Случай > 1. В силу леммы 1 и (71) имеем

где

ι kr~1cs(k)Z6 , V1ca(Λ)c8 1 kr 1ca(Λ)c8∖ +
2cs(k)-k-p(k) с, 

c1(k)
(74>

При достаточно больших c1(k) и c3(k) выражение в квадратных скобках, 
будет меньше 1.

Из (72)-(74) следует первая часть теоремы.
Приступим к доказательству второй части теоремы, когда v (г) > 1. Для 

этого берем
⅛(k)v(r)

г—а 
п~

Из леммы 1 и (69) получаем∣F*"(λ∙x)-G(x)∣≤^⅛^-[9(⅛) +
г—а

kr-1cAk∖cΛ(r}

, kτ~'ci{k)-c6 kr-'c2(k)c6
⅛(k) c4{k)

2ci(k)-k.p(k) 
c1 (к) (75).

Покажем, что c1(k) и c4(k) можно подобрать какими большими, чтобы 
выражение в квадратных скобках было меньше 1. В (75) только для [чет
вертого слагаемого факт возможности подобрать такие -постоянные не очеви
ден. Рассмотрим это слагаемое отдельно. Имеем:

kr~1 ci(k)c2

^4 (к) [v {r)a na~r+-~-ja П * °+* Г) [»(г)у-*-»<$■“(*)
Заметим, что если

c+-%(r)y-'-,>l, (77);

(76).

3*
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то константу c4(fc), независящую от v (г) и и, можно подобрать так, чтобы 
<76) было меньше 1/8.

Покажем, что и в случае, если

п а (1+а r) [v(r)]r~a~l < 1, п < [v (r)] r~a ,

эту же константу можно подобрать так, чтобы (76) было меньше 1/8. Для 
этого (76) преобразуем следующим образом:

⅛r^1<⅛(⅛)⅞
∕ -y(2r-а—1)
( С4 (к) [V (г) ] r (l+a-r)

П “ + n— 1 —^(l+a-r) -
П 0t [v(r)]r

п

kr 1 ca (к) с3
-—— (1 +а—2 г)

С4 (Аг) [v (r)]sr-а—1 я a cr4~a(k)

<__________ kr~ici (к) с3__________ _  kτ lct(k)c
" <^-,(*)[v(r)]"-*-∙[v(r)]∙+*->∙ C42r^"(⅛) (78)

Теперь очевидно, что c1(k) и c4(k) можно подобрать такими, чтобы вы
ражение в квадратных скобках в (75) было меньше 1.
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KONVERGAVIMO GREIČIO ĮVERTINIMAS DAUGIAMATĖJE 
INTEGRALINĖJE TEOREMOJE STABILAUS SIMETRINIO 
RIBINIO DĖSNIO ATVEJU

J. Banys

(Reziumė)

Straipsnyje nagrinėjama atsitiktinių nepriklausomų vienodaifpasiskirsčiusių £-mačių dydžių 
(1) seka. Gautas konvergavimo greičio įvertinimas, kai μ∕∕l(0)=... = μ∕7∙j (r—1)=0 ir egzistuoja 
<5); tuomet:

I F∙n (n α x) - G (x) I ≤ C1 γ+- ,
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jeigu v(r)≤l, 0<α≤2, ir

I F*π (n ax)-G(x)∣≤ Ci (⅛) v (r)

n ajeigu v(r)>l, g- <a≤2j čia G(x)—daugiamačio simetrinio stabilaus ribinio dėsnio pasiskirs-
tymo funkcija, F*n (n α x) — pasiskirstymo funkcija Sn, Sn =n α(ξ1+ ... +ξπ).
ON ESTIMATION OF RATE OF CONVERGENCE IN MULTIDIMENSIONAL 
INTEGRAL THEOREM IN THE CASE OF STABLE SYMMETRIC LIMIT LAWJ. Banys 
(Summary)The article deals with the sequence (1) of A>dimensional independent and identically distributed random variables. The estimation of rate of convergence is received when μjyj (0)= ... = =μfyl(0)(r-1)=0 and exists (5), then:

I F*π (nax)-G(x)

1
<⅛(⅛)[v⅛∙)] r+'

I r—α

if v(r)≤l, 0<a≤2, and 

if v (r) > 1, -g < a ≤2, where G (x) is the distribution function of multidimensional stable symmet-£ ___ric limit law. F*n (nax) is the distribution function of Sn, Sn=π α (ξ1+ ... +ξπ).




