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СУЩЕСТВОВАНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ ДЛЯ ОДНОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА, ЗАВИСЯЩЕГО ОТ ПАРАМЕТРАЮ. Э. Дегутис, Ш. И. СтрелицНастоящая работа посвящена установлению существования бесконечной последовательности собственных значений у линейного дифференциального уравнения и-го порядка, коэффициенты которого—полиномы от параметра λ. Коэффициентами этих полиномов^являются непрерывные вещественные функции на некотором конечном отрезке [0, а]. Наш результат не перекрывается результатами, полученными в работе [4]. Метод не требует никаких условий сопряжения.В статье рассматривается частная краевая задача с простейшими краевыми условиями. Ее решением мы воспользуемся для исследования более общей задачи — задачи с краевыми] условиями,] зависящими] от’параметра. Соответствующие результаты опубликованы в следующей работе.1. Мы решаем следующую задачу: определить собственные значения системы уравнений:

У"’ + 2 λ' yo(χ)yπ~1,+

7=0

(1.1>
j0)(0) = 0, 7∙=0, 1, 2, ..., л-2, 1j<*>(fl) = 0, n - 1 > к = const. JСправедливо следующее предложение.

Теорема."/7г/с/пд в^уравнении (1.1 \все функции (-∖)"*kр{тк(x)∖k =1,2,...,«). 
непрерывны и положительны, а Pjk^(x) (j=Q, 1, ..., mfc- 1; fc= 1, 2,..., л) - 
непрерывны на отрезке [0, а]. Пусть, далее, (3.1)
Тогда при р — нецелом существует бесконечная последовательность соб
ственных значений {λj∙} задачи (1.1)-(2.1), показатель сходимости кото
рой равен р.

Кроме того,

cpp <lλp∣<Cpp,
где С>c>Q-постоянные, независящие от р.
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Если же р — целое число, то можно указать такое дифференциальное 
уравнение типа (1.1), чтобы задача (1.1)-(2.1) не имела ни одного соб
ствен нс го значения.

2. Для доказательства этого предложения мы рассмотрим задачу с более
жесткими условиями, наложенными на функции pjk∖x} 1, 2, ... , mk∖
k=∖, 2, ..., п), а именно, мы предполагаем, что в уравнении

J,w + ∑ (-iy+1 λ>pjυ(x)∕"^n +
; = о

∏l2 тп

+ ∑ (-1);+1Х^(2’(л)У”-2,+ ... + 2 (-l)i+1Kp}"4x)y = 0 (1.2)
j=0 j = 0

все
pJz°(x)>0 (√ = 0, 1, ..., mk; k=∖, 2, ..., п) (2.2)

и непрерывны на отрезке [0, а]. Это ограничение не уменьшает общности: 
к этому случаю, очевидно, сводится и сформулированный в теореме случай. 
Чтобы в этом убедиться, введем в уравнение (1.1) вместо λ новый пара
метр μ, связанный соотношением μ = λ + λ0 (λ=μ-λ0), с достаточно 
большим положительным числом λ0. Так как непрерывная функция 
( — l)m* p!^(x)>0, то существует такая постоянная а, что

(-l)"⅛⅛)>α>0

и поэтому при достаточно большом постоянном λ0

'"к

∑ 1)'"y (7)λ'θ^yΛ∙^(χ) = (-1)7Λ∙^*(χ)* j=Q> 1> •••’
1 = J

где p}*o*(x)>0. Иными словами, мы приходим к уравнению (1.2).
Доказательству теоремы с упрощенными условиями и посвящена насто

ящая работа.
3. Найдем сначала решение задачи Коши, с начальными данными 

j(0) = 0, y' (0) = 0,... , У"-2)(0) = 0, ∕"-υ(0)= 1, уравнения (1.2). Будем его 
искать в виде степенного ряда от X:

y(x, λ)=∑ λfφi(x). (1.3)
7=0

От функций φ,∙(x) потребуем выполнения следующих начальных условий:

φ<f>(O) = O, k = 0, 1, ..., п-2, φ<"-1>(0)=l, I
φj(Λ)(0) = 0, k = 0, 1, ..., й-l; 2=1, 2, ... J

Формальным дифференцированием ряда (1.3) находим:

yfc)(x)=^ λfφ∫*>(χ), к=1, 2, ..., 72.
i=0

(2.3)

(3.3)
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Подставив выражения (3.3) в уравнение (1.2), легко получаем:

∑ λ'φ⅛,,(x) + ∑ (-ly÷1λ>pJl>(x) 2 λiφ{"-l,W + ∙∙∙ +
i = 0 7=0 1=0

+ ∑ (- l)'÷lλ>∕>(x) ∑ λiφi(x)=0. (4.3)
√=0 i=0

Соберем теперь в (4.3) члены с одинаковыми степенями λ и приравн^м их 
затем к нулю. В результате этого, для определения функций φy(x), 
7 = 0, 1, ..., находим бесконечную систему уравнений:

φi>", (χ)-∕⅛" (χ) φ⅛,-υ (х) -Ж (χ) ф!Т2’ (χ) - • • • -
~∕⅛"l(x) 4⅛(x)=θ> 
φ^-p0υ(χ)φiΓυ-Po24χ)φm^2'-∙∙∙-Po"l(χ)ιPm= I ,s

» mv f (53)

= ∑ ∑ (- W(x) ⅛n→v,*,. Ш = 1, 2, ...
v=l fc=l

Функция φ0(x) в силу (2.3) является решением задачи Коши с услови
ями φon(O) = O, У=0, 1, ..., 72-2, <⅛,~o(0)=l первого из уравнений сис
темы (5.3). Найдя φ0(x), мы сможем затем найти φ1(x) из второго уравне
ния системы (5.3) (m=l) при условиях (2.3) и т. д.

Перейдем теперь к исследованию первого уравнения системы (5.3).
Лемма 1.3. Пусть ψi(x)(z= l, 2, ... , п) фундаментальная система 

решений уравнения

ф(п)—∕⅛n(x) ψ0,-υ-Ро2) (χ) ф(л_2) —... -∕⅛0(x)ψ = 0, (6.3)

удовлетворяющая условиям-.

ψl∙--'(o>-≈,,. . ............................-i. ⅛-{ “■ (73)

ψj(∏-i)(0)=l, /= 1, 2, . .., 72.

При этих условиях каждая из функций ψi(x) возрастает на отрезке 
(0, α]∙

Доказательство. Решения, указанные в лемме, всегда существуют, 
единственны и линейно независимы [3].

Так как ψ<"-υ(0)= 1 (z = 1, 2, ..., и), то функция ψj"~2>(x) возрастает в 
некоторой окрестности Δ° точки х = 0 при х>0. Но ψSn-2j (0)> 0. Поэтому 
ψjn^2>(x)>0 в ΔJ. Повторяя наши рассуждения, найдем последовательно, 
что в достаточно малой окрестности ∆i точки х = 0 при x>0 ψfn(x)>O, 

7 = 0, 1, ..., л-1.
Допустим сейчас, что лемма не верна, т. е. что на интервале (0, а) 

хотя бы одна из функций ψj∙(x) не возрастает. Пусть это будет функция 
ψl∙(x). Обозначим через х(1) нижнюю грань нулей производной этой функции 
на интервале (0, а). Так как в Δi<½(x)>0, то xω>0. К функции ψf(x)

*> Здесь φy∙5> (х) = 0, 5 = 0, 1, .... и- 1, если у<0.

5. Liet. mat. rink. XI. 3
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применимы все только что приведенные рассуждения относительно ψ<(x), так что найдется такая точка х(2), в которой ф/(х(2)) = 0, причем 0<х(2)<ха), а ψ'i(x)>0, x∈(0, х(2)). Повторяя рассуждения, мы в конце концов найдем точки х0), в которых ψp(xω) = 0, 0 < x(J}< х(7_1), а функция χJj"^υ(x),(√=1, 2..............и-l), достигает максимума, причем ψ,∙y^υ (х) > О, x∈(0, х&).В точке максимума х(л_1) функции ψjn~2j(x) производная ф{л) (х) не больше нуля, т. е.
ψι('>)(χθ>-D)≤O. (8.3)Но, ф{я) (х) удовлетворяет уравнению (6.3). Поэтому в силу условий (2.2) 
ψj(n) (χ(n-l) = p(l) (χ(n-D) ψj(n-l) (√n-D) +p(2) (χ(n-l)) ψj(n-2) (√n-2)) ψ+... +∕⅛0(x<"-lj) ψl∙ (x°1-1>) > О,что несовместимо с (8.3).Полученное противоречие и доказывает нашу лемму.4. Исследуем неоднородные уравнения системы (5.3):
^-PoHx)Vm~'',---∙-Po4x)Vm=fm(x)∙ m = 1, 2, . . . (1.4)Через fm(x) мы здесь обозначаем правые части уравнений системы (5.3). Докажем следующее предложение.Лемма 1.4. Если непрерывные функции fm(x) не обращаются в нуль 

на отрезке [0, а], причем

Cm ⅛≤∖fm(x)∖≤Cb* ≤ , (2.4)
где 0<Cm< С(т) — некоторые постоянные, v ≥ 0 — целое число, то решение φm(x) уравнения (1.4), обращающееся в нуль в точке х = 0 вместе со все
ми своими производными до порядка n — 1 включительно, удовлетворяет 
неравенству.

с. (¾≤ι⅛>ωt≤c>>2> jj∈⅛ (3.4)
с некоторой постоянной D>0. Кроме того, все q⅛f(x), 5 = 0, 1, ..., п—1 
сохраняют знак функции fm(x) на отрезке [0, а].Доказательство. Будем решать уравнение (1.4) методом итераций. Строим последовательные приближения:

<f⅞(χ)=∕m(χ), 1
9iml(x)=Po4x)^k-Λx) + ∙∙-+P^y(x)<fnk-ι(x) = gmk(x). } (4∙4)fc=l, 2, ...; m=l, 2, ... JПотребуем чтобы искомые функции φmfc(x) удовлетворяли однородным начальным условиям φS(0) = 0, 5 = 0, 1, ..., л-1. Тогда формальным решением уравнения (1.4), удовлетворяющим условиям (2.3), будет ряд

∞
‰W= ∑ ψmkW. w=ι, 2, •••

Λ=0
(5∙4)
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Нулевое приближение φm0(x) равно

X
ΦmθW= J ⅛-l

Л-1

f dx„_2 . ..
χι
f fm(Xo)dxo, (6∙4)0 0 'oа его производные —X xn-s-ι χιφ⅛(χ)= f dxn.s.0 ■1 f dx∏-s∙Ö -2 ∙ ∙ ∙ [ fт (*θ) d∙XQtО (7∙4)

причем знак φ⅛(x) определяется знаком функции fm(x).При условии (2.4) по (7.4)^(S⅛!≤∣φSω∣≤c"",(≡⅛∙ <8∙4)Далее, по второму уравнению (£=1) из (4.4)
φS(x)=f dxn.s.1 f dxt,.s.2 ... f gml(xll)dxt. (9.4)0 0 6Из непрерывности функций p}ky(x) и того, что pjky(x)≠0 в замкнутом интервале [0, а] следует, что они в нем ограниченны, т. е. найдутся такие постоянные 5>0 и К, чтоS<∣p∕>(x)∣<∕C, 7 = 0, 1, ..., mk∖ k≈∖,2,...,n. (10.4)Из (4.4) следует, что gml(x) имеет знак функции φm0(x) т. е. функции ШНа основании (8.4), из (4.4) для gn,1(x) получаем:i gmi (х) I=∣Po1 ’ (х) <ЙЬ_1) (х)+∙ ∙ ∙ +∕⅛", (χ) ‰ (х) I ≤
< Ксы( χv+1 + + )≤gc⅛> x'+' х( (v+l)l +•••+ (n+v)lPAC (v+l)l ** (1 + V+2 + • •' + (v + 2) (v + 3) ... (v+n))5≈ КСММ (v+1)I , <11∙4)где
м V flt^1
m=Δ —■

k=∖С другой стороны, так как все p∖jy(x)>Q, 7 = 0, L •••> и, то∣gmiMI>∙5Cm (v+1)I (1+ v+2 +∙ ∙ ∙ + (v+2) (v+3) ...(v+n))^
γ∙v+1*sc°> (⅛)Γ∙Как видно из (9.4), φ⅛(x) будет на отрезке [0, а] того же знака, что и функция gml(x), т. е. что и функция fm(x).По (9.4)

уЛ-j+v+l y∏-s+v+l
scm (д^+1),- < IФЙ} (х) I ≤ кмс^У 0,‰v+1)l.

5*
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Допустим сейчас, что имеет место соотношениеf-^⅛≤lφ<⅛(x)l≤(WC<"> , (12.4)
при fc = 0, 1, 2, ..., p — 1. Как мы видим, оно справедливо при к = 0, 1,2, причем все φj⅛(x) того же знака, что и функция fm(x).Покажем, что

vn-s+v+p , , v vn-s+v+pS‰^+,),≤∣⅛H*)∣≤WCw √-,+v+j,), . (13.4)fc=l. 2, ...Действительно,-V xn-S-l Х1

Φm⅛W = ∫ dxn.s.ι f dxn.s.2 ... ∫ gmp(x0)dx0.
0 0 оПо (4.4) gmp(x) имеет знак gπ,tp-1, а поэтому и знак fm(x). Причем по (12.4) имеют место неравенства:‰(χ)l=∣ ∑⅛>(χ)φ⅛7>ι(χ) ∖≤κ(MK)p->c^ (ι + √j⅛r+

у= 1

+∙ ∙ ∙+(v+p+1).S÷P÷n-l) )≤* w"1 c°", Sa (1⅛ + 
+ • ■ ∙ + <v+,+1) .S÷p÷,-T)) ≤ w c°", (Sr ’I gmf (X) I = I ∑ Pow (х) ω I » ssp^1 cm (1 + +

7=1

+ ∙ ∙ ∙ + (v+p+l) ... (v+p + n-l)) ≈* S" c" (y+,)l ’ ^14∙4)что и требовалось доказать.Из (13.4) немедленно вытекает равномерная сходимость ряда (5.4) и его производных до п— 1-го порядка:∣φS,(x)∣≤O> τS⅛ £ (KM)k xk <

*=° ∏ (n-s + v+y)
7=1
k≠0

<С(т> χn~s+v у
(л-5+v)! Δ

Л=0

(*≡)* < С(Ж) eaKM χn~s+y, <
к в“ (n-j + v)∣ -

∏ (n-s + v+j)

j=l
k≠0

X"-j+v≤C°w>Z> ------—τr ,(я-5+v)! m=l, 2, ...; 5 = 0, 1, .... л-1, (15.4)где D = eeKM.
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Кроме того, справедливы и следующие оценки снизу:

∣φ⅛,(χ)l = ∣ ∑ ЙМ >cm
fc=0

(л —s + v)l ∑ s*×
к = 0

*_______ > г л
к (л-5 + v)! •

И (л-5 + v+y)

7=1λ≠0

(16.4>

Равномерная сходимость л-ой производной функции следует из того, что

ι<⅛n>ω∣≤ ,∕.w +| ∑ ‰*ω Į
fc=l

и из неравенств (14.4).
Из проведенных рассуждений следует, что знаки функции φm(x) и ее 

производных совпадает со знаком функции fm(x).
Лемма доказана.
Справедлива и следующая.
Лемма 2.4. При т четном φj^(x)>O, при т нечетном φ∞(x)<0 для 

0<x≤α, 5 = 0, 1, ..., л—1.
Доказательство. Пусть m=l, в силу того что φ⅛0(x)>0, s = 0,1, 

...» л — 1, имеем

Λω=∑-pr,(v)<⅛"->w<o.
v= 1

Так как знак функции <⅛0(x) определяется знаком функции f1(x) (лем
ма 1.4), то φp (х) < 0, 5 = 0, 1, . .. , n — 1.

При т = 2

fz(×)= X ~P↑'^ (х) φfn-v'(x) + ∑ P2y(*) <⅛,^v>(*)>0 , 
v=l v=l

поэтому φ^(x)>0, 5 = 0, 1, . .., л-1.
Пусть т = 2к и φ‰> (х) > 0, а φ⅛L1 (х) < 0, к = 1, 2, . .. , /; 5 = 0, 1, .. . , 

л - 1. Следовательно, т. к. (- 1)' <⅛Ly∙ (х) > 0, то
m,.л *

⅛ W=∑ ∑ < -1Vp,,'λ (х) <⅛=j,y (х) > о,
v=l j- 1

а затем, очевидно, и

п mv
fu+Λχ)=∑ 2 (-WW?fc&W<0.

∙,-l √= 1

что и требовалось доказать.



542 5. Докажем равномерную сходимость рядов (1.3)-(3.3). Для этого построим мажоранты этих рядов. Имеем (φ0(x)- решение первого уравнения системы (5.3)) :l≤∣<⅛,~nWl≤cto>,
где С(о)= max φo"-nW∙

0<x≤αИнтегрируя последнее неравенство п—1 раз от 0 до х и, замечая что φjf>(O) = O, 5 = 0, 1, ..., 77-2, получаем:τS⅛≤∣Φ⅛rtW∣≤C,0,1≡⅛- s = 0, 1.............л-1. (1.5)По (1.5) получаем следующее неравенство (напомним: \pjk)I∕1(X)I = ∑ I∕4v, W φi⅛"-'',(x)l≤^C<"> ∑ i≤⅛≤
v=l v=l≤ КС«” 2 (7ΞU∣ ≤ -κc,°, e° = с<1> ■
v=lНапомним еще полученную нами в п. 4 при условии (2.4) оценкуI φω (х) I ≤ Nm т = 1, 2.............. (2.5)

где ЛГ<"') = С('п)Р.В частности, при т=\ в соответствии с вышеуказанной оценкой для функции f1(x)l<PιυWl≤^ω (⅛y∙p ∙s=0> 1' ∙∙∙>w-1>
где

N™=cα) d ≤ л c-(o)j a = KDaea + j.Пусть i≤∕h1≠0, где m1- степень полинома по λ коэффициента при в уравнении (1.2), и∣∕i(χ)(≤cω,где
Cω≤KeaAi~1 C<o>,∣φJ∙> (x)∣≤ N& ≤⅛, s=0, 1, 2.............л—1,ΛΓ<'>≤Λ<i>C<0>.Тогда I φ⅛ (х) I ≤ W<i÷1> ^∣, 5 = о, 1.............п - 1,ΛΓf'÷l> ≤ Λ'+1 С(о), i ≤ m1 - 1, (4.5)
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если i = m1∣φ⅞÷ι(χ)∣≤Λf<"⅛-ι-ι>, j=o, i..............n-ι, (5.5)
jy(ml +1) < j4m1 +1 £(О)Действительно, при i ≤ m1 — 1

п п!∕l+ι(χ)l ≤∑ ∑ I⅛'(x)√+T-*(x)!≤λ' ∑ I <pf"^v, (χ) I +
v=l A=l v=l

+ *∑ ∑ ∣φ⅛^(x))≤^'',e-α + C<i>≤
v=l к = 2

≤ KDCω eaa + Cω ≤ (KDea а + 1) Cω = ЛС(/) ≤ Kea Ai С(о) = С(/+1).По формулам (2.5):I φ% (х) I ≤ 2)C<'÷*> = g⅛, 5 = 0, 1..............n - 1,
N(i+1) = DCli+li = KDea Ai С(о> ≤ Аi+1 С(о).Далее,

n mv пiΛ,+ι (χ); ≤ ∑ ∑ ι7,⅛ ’ (χ) (χ): ≤* ∑ I (х) I +
v=l k=∖ v-l

п mv

+ K∑ ∑ ∣4⅛rf→(x)∣∙
v=l А=2Как видно, (v=l) правая часть уже не содержит φ⅛π~υ(x), которая давала при оценках производных от φj∙υ(x) (7 = 1, 2, . . . , m1, s = 0, 1,..., л-1) самый низкий показатель степени х-а. Поэтому по (4.5):∣‰l+1 (х) I ≤ К№ xea + С™ х ≤ {KMDC^ ea + Cw) х =

= (KMDea + 1) С(ОТ1) х ≤ Л С(/Л1) х ≤ Kea A"h С(о) х = C(m> + υ х,где C(",ι+D = ∕refl Amι С(0).В оценке для функции ‰1-ι(x) появился х, т. е. степень х повысилась на единицу.По формулам (2.5) получаем неравенства:φ⅛1(x)!≤Λ^÷1> -(X7-*)Γ 5 = °’ b "-1’
С

+ = DC(ml + l) = Kea £>С(0) ≤ Аm'+1 С(0),
Т. К.

KeaD<A, (A = KDeaa+1).Для оценок дальнейших функций φyω(x)(j= 0, 1, ..., n— 1; z>w1+l) обозначимmax{^} = p (*)
l≤y≤n I J )
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и рассмотрим несколько случаев возможных достижений максимума р ми mj(j= 1, 2, ..., п).1) Пусть p = w1. Предположим, что имеют место неравенства:i∕,mι+1(x)∣ ≤ C<<""∙÷1> ,1<⅛‰÷ι ω I ≤ (д*"7-")! • Р = 0∙1 ’ •••'• s = °>1..........« - 1 •

(Jlpm1 +1) _ faa ^pnιl £(0). ]^(pml + D ≤ Apni1 +1 £(0)Тогда, как мы покажем,

числа-

(6.5)

∣Λm,÷,ω^≤C⅛'"'+''> ~ ;Iφ⅛l,,÷,WI⅜Nt∣m∙+t, Д7-у)! ’ ∙s=0'1> •••■ «-1-
(J(pm1 + q)-]ζea ^pml + q-l £(0)- ]∖J(pml+q) ≤ jlμ>ml + q £(0), ^=1,2,а

(7.5)■ m1,
χp+ι 

(Р+1)!
χn+p-s+1 

(п+р — S + 1)! (8.5)
c((*,+ l)",1+1)-^eβ 24(p + l),π1 C,(0). jy(θ,÷1) ",1~ 1) ≤ j4<p + 1) m1 + l £(0).

Действительно, для l≤g≤w1, по (6.5)
i‰.+,(∙'<'),≤∑ ∑ !φ‰+,-ιW∣ +

7=1 fc=I 7=1+ ∑ ∑ φfc,,→W.≤JCΛ⅛"">÷*→> -^jv е° +

v=l к = 2

+ C<P"b + 4-i)] хР ≤∖κMDC<Pm'+*-1'> -А- еа +J p'. L р+1
i C(pm1+<7-l)l ∑f, < ^^(pf>h + q-l) ∑f- ≤ 

J P'- P'-

≤Kea Apnll+<1~1 С(о) хр_ 
p'-

χP 

p’Следовательно, по (2.5)
I <⅛⅛÷,Mi ≤ ^pp^, =

vn+p-s γn+p-^
___________<ΛP∏h + <l С(°) __---------------- .
(ιι+p-s)l (n+p-s)'.

= ^(pm1 + 4) (9.0)
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Если же q = m1 + 1, то ∕>∣v,∕(p + l) n∣ι+l (Х) 1 ≤ ∑ ∑ ∣P*° (x) 9(p + n m, + l -к (x) i ≤v=l Jt=l
п п v≤κ Σ I φ⅛+Γ> m, W I + ∑ ∑ ∣Λ,,W ΦlW>m, + l-A-W I ≤v= I v=l к = 2

и по (2.5)
I λ(s) ∕v∖∖^' n∕o(^÷,) w>÷ 0 χt, Ур j+1 __I φ√+1) (×) I ≤ DC (∏+>-∕+i)∣ -
= ДгОр+1) "'1 + ’) γn+p-s+ 1

—_________< 74<p+>) ∕∏ι + ∣ Γ,(°)(п+р-5+1)! Л С χtl+p-s+ 1 
(n+p-s+ 1)!

Итак, формулы (7.5) и (8.5) действительно верны. 
2) Пусть

/и,
P=√-, (/>1)

и

ι‰,∕+ι (*) i ≤ C<'m< ’ *,

ψ-≤w1, £=1, 2, ..., /-1 .

Тогда имеют место следующие оценки:

∕∙[⅛÷1

H⅞l1)∣'
"+pz+[⅛Γ^^]-j

(n+''+[⅛H! ’
ζ,(pm∣+i) _ ^pm∣÷i- i jy(∕"∏∕ + O ≤ ^P"i∕+i £(о).
p = 0, 1, 2, ...; l≤∕≤(∕-l)w1∙, 5 = 0, 1, ..., л-1;

i f / v∖ į + ml + i) Xpl + ∣ 1
∖jpml + (J-l)mι + i(X)∖≤<^ -(pl + i+↑)↑ ’

χn + (p + ι)l-s-ιi ,flU) ,, lx∖ I < Λr(p"*∕+(∕-,) "»■+/)_________________
∣9pmz + (∕-υm1 + i(x),^∕V (zi+(p+l) ∕-5-1) ! ’

c(pm∕+(∕-∣)ml+0 = j^β ^pmz + (∕-l)m1+ι-l

(9.5)

(10.5)

(11.5)

^(pmz+(∕-l)m, + .)^^Pm∕ + <' ∣> <".+< £,(0),
p = 0, 1, 2, ... ; (/— l)ml≤∕≤m√, j = 0, 1, 2, .... и—1.
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Докажем сначала неравенства (9.5)-(10.5). Когда p = 0, l≤f≤m1 эти оценки даются формулами (4.5).Для использования индукции допустим теперь, что при p≤p0 и(Z-у-l)w1≤z≤(Z-√)w1, 7=2, 3, ..., Z-1 справедливы соотношения:
∣∕pmz+1(x)l≤C,',m'+i, ∕÷[⅛1

W⅛])! ’
λ"+','+[⅛lP

(n+p,ψri]-j)!, (12.5)
^,(pml+i) _ ^pml +i- 1 ^(Pm∣+i) ≤ ^Pml + 0 £(0).В этих предположениях покажем, что χ L ml JНО’

"+pZ+Γ-—-l-sI q⅛2z+ (+,(X) I ≤ Nl'"l'+i+* * Ц. ;
("+H⅛rH!

∣Λvl+,ω∣≤c,'ra'+'+*,
(13.5)

^(pml+i+q} ≤ ^pm∣+i + q £(0).(Z—у—l)w1≤z≤(Z-7)w1, 0≤q≤(∕-j)m1-i, j = 2, 3, ..., Z—1;
И

į v∖ 1 <r ^(p∣∏ι+ (I-J) mi +1) Xpl + t j
(pl+l-jy ’I m(s) ∕y∖ I < λj(pml+",1÷1) χn+Pl+l J sI ‰z + (∕-j)ml + l (X)M (λ+p∕ + ∕-7∙.j) Į ’

j^[pm∣+U-j) πiι+l) < ^pm∣+(!-j) m, + l ζ-∙(o)
∖fpm∣ + (l-j) ∕nl + l (14.5)

(15.5)Действительно, по (12.5) для 0≤^≤(Z-√)zm1-f
∣∕pm,÷i+, (*) ∣ ≤ ∑ ∑ ∣X'', И ,⅛‰-t (χ)' ≤ v=l Ar=l
≤* ∑ ∣Φpn√,i+,-∣ wι+∑ ∑ ∣p*'ω×v=l v=l fc=2×φX7i1,∙+,-t(x) e- ×p,+p≤l+ι ₽'+[—]

х ntl 1 ^(pntl+i+q-1) х mι________  <НО "*H⅛]∙')!
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≤(*√""'+'+,^0 е-

H⅛r]+1
×

∕÷[⅛l]

x H⅛])!
"+[-⅛1]

× . x r . ■* 1., ≤Kea Ac"n,+,+,~'
("÷[⅛])!

X L j

H≡,

≤^C^+,+9^υ×

_ ζj(pml+i + q) X

а по (2.5)
n+p∕+[~——]-∙y

I +i+,(х) I ≤ DC^'+i+'> x 1 =
Н+Ы-)!

n+p∕+Γ~——1-J ∏+p∕+Γ-—-*]— s
. , , . v L ль J L ml J

= ^(Pml+l+4) x__________________  < y^m∕÷,÷9 £>(0) x____________________

("+'z+[⅛-]-1)!" (n+"÷[⅛H!
При i=lm1 + q, l≤^≤m∕-Z∕w1 в оценках функций φ^+∕mι+g W показа

тель степени х-а останется таким же, каким он был при (Z-l)m1≤Z≤Zm1. 
Покажем это. При р = 0, по (12.5)

п mvL‰..+√χ)l≤∑ ∑ ∣p*,Wφfc¾→(*)∣ =v=l к=1= ∑ ∑ IРк’ М <tfmΓ+g-1WI + ∑ Iр'к} (χ) ⅛β,-к (χ) I = v-l k=t к-1

= ∑ ∑ Iр№ (×) fimΓ+g- к (χ) I + X i р№ (х) ⅛√+9- к WI + v=l к=1 к=1
v≠l+ ∣Pta1+√χ) ψo,^', (χ) I ≤ с"т>+” .

Здесь мы функцию φ⅛,~0(x) оценили по формуле (1.5). Из (2.5) видно, что 
в оценке функции

Į ©p) . (χ) I ≤ yy^i+g)l‰+9 (n+l-s) !

степень х-а не повышается.
Замечание 1.5. Коэффициенты N<lm'+rt и все N®, которые мы встретим 

ниже, удовлетворяют неравенству

Λ^)≤C<0>^>,
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что доказывается буквально так, как это делалось при доказательстве (15.5).Произведем теперь индукцию по индексу р. Если∣<P¾÷o-1>..+lWI≤≠ra'+,'-',m'+0 (λΓX∕-i→)1 - <16-5>5 = 0, 1, ..., Л-1, то Itn⅞X,-, . (17.5)1 ≤ r≤wz-(/—l)w1, 5 = 0, 1, ..., л—1,
и

χn + (p + i) l-s 

fi+(p+↑)l-s) ! ’ 5 = 0, 1, 1, (18.5)Действительно, по (13.5) и (15.5)л mv/рл>; + (7-1) mι + ∣ (∙y) ∣ ≤ IPk^ (x) tPpml+ (I- 1) mi+i-k (x) I =v=l Л=1л ",v m∣= ∑ ∑ ⅛i',Wφ^+σ-i)m.+.∙-*(Λ')l + ∑ ∣P⅛,W×v=l Л=1 Л=1v≠∕4z Л(л—0 / 1 ∕~>(pt∏ι + U- I) rnl + i) Xpl÷l 1× Φ∕wn∕+(∕-l) mi + i-k ∖x) I ≤ С (pI+I-[y ’что вместе с (2.5) дает (17.5).Если же f = w∕-(∕-l)w1+1, то в согласии с (12.5),
∕(p + l) ml + l (x) I ≤ 2 ∑j 1 ∕,Λv>(x)φ(p+n mι + l-k (Х) I — v=l к=1

= ∑ Σ 1рН*)фЙ+’Ц+1-*(х)1 +∑ ∣Pt'4*)φ⅛+υm,+ι→(*)l =v=l к=1 *=1Vr /
π n,v m∣-ι

= ∑ ∑ 'Pki(χ) φ⅛÷T⅛„,/+1-к(х)I + ∑ \p(kl)(χ) φ⅛+ι∖mι÷ι-k(χ)i + v=l k=l к=\+∣>‰÷.w≤c''÷ll-'+⅛и опять использовав (2.5), получаем (18.5).Итак, в этом случае в оценках функцийφ!,^ (х) (m = 1, 2, ... ; 5 = 0, 1, . . . , n — 1)показатель степени х-а повышается по закону (9.5)-(11.5).Пусть сейчасP = ^y (2<∕≤Λ)
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и числа

mlι. ml., . . . , mlr (1 <l1<l2< . .. <lr<l), такие что
m m. mι

Тогда получаются следующие оценки функций <р)5)(х):
I ml + (q, m)+i (х) I ≤ ml + (q χn+pl + q0 + (q, d)-s 

{n+pl+q0 + (q, d)-s)lгде q = (ql. q2, .... qr), m = (mlι, mlt, . . . , mlr), d=(ll, l2, ... , lr), 1 ≤ι≤ 
≤ml-q0m1-{q, w)≥l, а Q<q0 + (q, d)<l, p = Q, 1, 2, . .. ; ((α, β) — скалярное произведение векторов) .Покажем что при увеличении qj на единицу, степень х-а повышается на 

lj единиц. Действительно,
-<7o mx + (q, m) .+ W∣≤∑ Σ 1⅛'W⅛*∙.^.∙)j+∣-hW1 =

v=l fc=l

~ Σ Σ IPλ*4x) r9pml + q0 f∏ι + (q, m)j+∖-k(x) ! + 

v=l £=1 
v=∕y

mij l (/) (

+ 2 i^Cγ) ⅛+<7o ^ι + (<7. nι)j+l-k ωι+ 

fc=l

(x) fPpml+qt mi + (q, zn)+l (х)где (q, m)j = q1mll + q2mll+. . .+(qj+l)mlj + qj+1mlj+l + . . .+qrmιr. В оценке последнего члена, дающего самую низкую степень х-а, показатель степени равен pl+q0 + (q, d)j. Т. е.
χPl + Чо + (9. d)j 

(pi+<h+(q, d)j)iСледовательно, на основании формул (2.5) получаем:i <⅛ς÷,.m.+te, ⅛+∣(χ)∣≤ χn+pl + q0(q, d).-s

(n+pl + q0 + (q, d)j-s)l ’где N^≤AjCw (см. замечание 1.5).Индукция же по р проводится совершенно аналогично тому, как это делалось в случае 2).
m.Короче говоря, если p = ~z (l≤∕≤w), то 

χn + pl + q (i) - s 

(n+pl + q (∕)-j)I
∣φ¾÷<ω∣≤ N'pm,+h 5 = 0, 1, ... , n— 1, (19.5)где 0≤^(∕)<Z-целое число, зависящее от i, p = 0, 1, 2, ...6. Выпишем сейчас оценки снизу для функций φ≥> (х), m = 0, 1, ...; s = 0, 1, ..., n— 1. В соответствии со сказанным в п. 4,
Poy (х) 1 > $ > 0, v=l, 2, ..., mk, k=∖t 2, ..., и.
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В п.5 была получена оценка∣Φo>(χ)∣⅜ (λ1j11^)∣ • (1.6)В п.4 при условии (2.4) мы также доказали и следующую оценку: ι½,ωι≥cn (2.6)ти=1, 2, ...; 5 = 0, 1, ..., л—1.По (1.6) получаем следующее неравенство:
1/1 Wl = IPι', W tPo"^υ (х) +Pi2) (х) φo"^2' (*) + •• ■ +Р|Л) W Фо WI ≥

(. Y2 xπ~1 \l+x+ 2r + ... + -^τijτ)≥S,а из формул (2.6) —∣ψj>-<,(χ)∣>S-L-jr,Допустим, что для любого z≤w1≠0, верны неравенства:
Покажем, что∣φ1¾ω∣≥s ⅛.

ι-s

i —S

а

5 = 0, 1, n — 1.

5 = 0, 1, ... , л— 1.

|фй+1(х)1>$2 („_J+1)! ’ • Действительно,∕+ι(χ)-1 ∑ 2 ?*’(х) φf+ι→W '∖½
v=l Л-1л mv

½S ∑ ∑ ∣φ,⅞7⅛(x)i≡≈S.
v=l к=\(о знаках слагаемых см. п.4).Поэтому, вспомнив формулы (2.6), находим:∣φ½ω∣≥s⅛)Γ∙

5 = 0, 1, ..., и — 1.

I-SНо,
nil

Л=1
1И1

(3.6)

(4-6)
(5∙6)

(6.6)

1-1
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И опять, следуя формулам (2.6)-∣φS+ιW ∣> s2 (^Λ7)∣ >т.е. степень х-а повысилась на единицу.Таким же образом, как и в п.5, для оценок дальнейших функций φ{υ (х), j = 0, 1, .. ., п — 1; i > m1 + 1,обозначим
ma*{-y } = p.

и рассмотрим тот же случай его Достижения числами mj, у=1, 2, ..., п. 1) Пусть p = w1. Покажем, чтоl<⅛Ζ+,ω∣>S,+1 („^7-5)1 'P = 0' 1. •••; J=0, 1, ...,n-l, (7.6) 1 < q ≤ m1.Когда р = 0 имеем неравенства (4.6). Пусть формула (7.6) верна для 
P≤Pq∙ Докажем, чтоiφ¾÷1,...+1ω∣>^÷2 (8-6)Так как все mj≤jm1, то в согласии с (7.6)

П mV∣∕<Λ+I>m,+l(x) 1 = | 2 ∑ P**Wφ⅛.+⅞m,+ ∣-ltW
v=l Л=1

X rf,w⅛,+‰+∣-lw ∣+∣ ∑

k=∖ v=2≥SS'o + l λ√>o + i 
l(Po+l)∣

∑ ri"W⅛SU+>-⅛W |>
fc=l

Тогда формулы (2.6) дают:∣φfc‰+∣ ω∣>5"∙÷s χn + (p0+ι)-J 

(λ+∕70+1-∙s)∣
m.Вообще, если p = -yi- (1 <Z≤h), тоl⅛¾+iω∣>s,,+'n0р = 0, 1,2,...; χn+pl+q(i)-s

(n+pl+q (i)-s)l ’1 ≤ Z≤7M∕∙, 5 = 0, 1, . (9.6)и-1;
0≤q(i)<l-целое число, зависящее от значений i. Доказательство неравенства (9.6) аналогично рассуждениям п.5, а появляющиеся те несложные модификации ясны из детального разбора случая 1).7. Опираясь на оценки, полученные в п.5 и п.6, получаем следующие мажоранты y*(s) и миноранты j**ω решения (3.1) и его производных:

j*ω = n<o) χn~s'1 - cω> у у I *n+yz+μ~1^5 
(n — s— 1)! Zj Zj j (zι+y∕+μ- 1 —5)! ×

ли×Σ И-1 
jm.+ Σ Mpι∣) *=> (1-7)
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y**<s>= ∙t"^1~1 +у у s√+μ-ι___ z-÷>'÷u-t-s
л (Л-5-1)! tΔ Zi o (n+j∣+μ- I-5)!

j-=0 ц=1

Л И×Σv=l
μ-l"V Σ ⅛+∙ ∣X∣ ‘-1 (2.7)

5 = 0, 1, . .. , п — 1,где nk(k=∖, 2, /) —целые неотрицательные числа, удовлетворяющиесоотношениям
ц- 12 Λt≤m∕, μ=l, 2,
Λ = lЧисло I определяется из условия: (3.7)

где /-наибольший индекс, для которого (3.7) имеет место.Сходимость мажорант (1.7) сразу устанавливает равномерную сходимость решения (1.3) и его производных до л—1-го порядка для любого λ и x∈[0, д]. Равномерная сходимость и-ой производной ряда (1.3) следует немедленно из системы (3.5) и неравенств (5.19).Вместо указанных рядов (1.7) и (2.7) мы будем ниже пользоваться более удобными мажорантой и минорантой при ∣ λ I > 1. Это получается следующим образом. Имеем :л И-l л
ti 7'"∕+ ∑ n.+v μ∑M∣λ∣) k=l ≤∑ (ΛNλ∣p)j'+'<v=l v= I< /(Л₽ I λ |₽)(' + 1)/ = /(Л₽ I λ ∣P)0 + l)∕ + n + μ-l-5 x× < rι (Я-1 λP)M÷1>'÷-÷-ι-⅝ (4.7)так как I λ | > 1 и А > 1.Далее (∣ X | > 1): л μ∙-1
μ j"tl+ Σ ". +v 12 (∣λ∣) >(∣λ[^-÷∙*→-- ,λl,(.⅛,-,,- >v=l

>T0lλ∖Ml+n+*-s~1∖ (5.7)Таким образом, вместо (1.7) и (2.7) в соответствии с (4.7) и (5.7) получаем следующие мажоранту yω и миноранту yω при ∣λ∣>l ряда (1.3):
j'w=Γ∑

1=0

xw~j+' 
(λ-1s + ∕)1

(Л₽| λ∣p)n^5+z< ТехАР'х

и
>m = T<, ∑

ι = 0

xπ~s+i 
(n-s + i)∖

n—s— 1∣ λ∣p,"^s+il> 7,0ex 1 λ,e-Γo 2 у-о χj I λ 1>7∣
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где Т> 1 и To < 1 - некоторые постоянные. Отсюда сразу вытекает, что(1+o (l)j T0exrp≤max ∣j>ω(x, λ) | = Ms (г) ≤ ТехЛ₽ г₽ .Итак мы доказали следующее предложение.
Лемма 1.7. Функции ιyω(x, λ), j = 0, 1, ..., n— 1 при любом постоян

ном х > 0 являются целыми функциями конечного порядка р = -j- и нор

мального типа σ : х ≤ σ ≤ Лх по λ.
8. Заметим сейчас, что φyω(α)≠0 ни при каком у, так как все функции φΦ(x) монотонны. Ряд

оо∑ φjs,(a)λ∙,'
i-o

т.оказывается функцией переменного λ, порядка -Į- и нормального типа σ. 
т.Следовательно, прн p = -~l—нецелом, порядок функций yω(x, λ), 5 = 0, 1, .. . , n — 1 — нецелое число, а это означает, что уравнение

∑ cp)k) (а) λj'= О, 0 ≤ k ≤ n — 1
7=0имеет бесконечное множество корней: λ1, λ2, ... , λπ, ... Все они не равны нулю (см., например, [1], [2]).

τnι ( т/ 1Таким образом, при -÷= max{ — > — нецелом, задача (1.1) —(2.1) имеет l ι≤√≤nl J Jбесконечную последовательность собственных значений. Порядок сходимости
mι последовательности равен Р = -у •Для характеристики последовательности нулей функций j(i)(a, λ) вводится функция плотности ns(r), равная числу точек этой последовательности в круге I z Į < г.Как известно (см. [2]) для функций конечного порядка

Ao In М ( j < ns (г) < A1 In M(2r),

где A1>0 и Ао > 0 — некоторые постоянные. Следовательно,
Л»
2₽

ns (г)
Г₽

In М (2г)
(2r)p≤ A1 2p lim

Из (6.7) вытекает, что
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Таким образом,αrp < ns (г) < βrp,где β>β', 0< a< а" — некоторые постоянные. В частности при r=∣λp∣ отсюда следуетa∣λp∣p<ws(] λp∣)<β∣λp∣p,или, так как ns(∣λp∣)=p,j_ р
cpp < I λp I < Cpp, 0 <c,C = const.Теорема, сформулрованная в п.1, доказана полностью.9. Покажем теперь, что еслиp = max

1 ≤√≤ л— целое число, то нельзя утверждать существования бесконечного множества собственных значений. В этом случае функции yisî(ai λ)-целого порядка и уравнение УЛ)(а, λ) = 0 может корней вовсе не иметь. Вот примеры:1. Будем искать решение следующей краевой задачи:
у" + (2λ2 + xλ)∕ + (λ4 + xλ3 - λ) у = 0, (1.9)j(0)=y(a) = 0.Единственное решение, в силу известных теорем [3], уравнения [(1.9), обращающееся в нуль в точке х = 0 и j'(0)=l равно
у = xe~ χs х.При х = а отсюда следует, что
у (а) = ae^λ*а.Уравнение ae~λ'a = 0 не имеет корней, так что краевая задача .у (0)=j> (a) = 0 не имеет решений. В этом случаеp = max{w1, -^1) = 2-целое число.

2. Рассмотрим краевую задачу:
ym + 3λ2∕' + 3λ4∕ + Ку = О,j,(0)=y (0) = 0, y(α) = 0.Функция y = x2e~λ*x является} единственным решением данного уравнения, удовлетворяющим условиям:Я0)=у(0) = 0; ∕'(0) = 2.Но урарнение у (a) = a2 e~λ* a = 0 не имеет корней. Поэтому краевая задача не имеет решения. Здесь

' гп. )(z>71 = 2, wa = 4, ∕⅞ = 6, p = ^ = 2
— целое число.
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Наконец покажем, что от условий (— нельзя отказаться.
Именно, краевая задача

jT + x[l + (20 + x3)λ]∕ + [-2-(100 + 5 x3)λ] = 0,

j>(0) = 0, ∕(0) = 0, y(α) = 0,

имеет только одно собственное значение, хотя p = -g. Ее можно найти потре

бовав, чтобы функция y = χa + λχs, которая удовлетворяет уравнению, удов
летворяла и условию у (а) = 0. Здесь один из коэффициентов не удовлетворяет 
указанному условию теоремы.
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VIENO DIFERENCIALINIO OPERATORIAUS, PRIKLAUSANČIO NUO 
PARAMETRO, NUOSAVŲ REIKŠMIŲ EGZISTAVIMAS

J. Degutis, Š. Strelicas

Rezium ė)

Tiriamas lygčių sistemos

Ш1 m, mn
∕*>+X λ'>}υω∕""1) + ∑ λ'py<24χ)∕"-≡)+.. +2 λ>pω(Λr)7=o, 

7=0 J=o /=0
√(0) = 0, ; = 0, 1..........л-2,

j(λ) (a) = 0, n — 1 > k=const,

nuosavų reikšmių egzistavimas.
Darbe įrodomas šitoks teiginys.

Teorema. Tarkime, kad funkcijos (—1 k Pmk(x), £=1,2, ... , n,yra tolydinės ir teigiamos, 
o p∕k^(x), 7=0, 1, ..., znjį—1; £= 1, 2 , , n, — tolydinės intervale [0, a]. Pažymėkime

p = max
1 ≤7≤∏

Jeigu p — ne sveikas skaičius, tai egzistuoja (1) uždavinio begalinė nuosavų reikšmių seka {λ7}. 
Jos konvergavimo rodiklis lygus p.

Be to,

1_ J_
cp p < I λp I < Cp p ;

čia C>c>0 — nuo p neρrk>ausaκcic∙s k o.vt ar.to s,
Jeigu p — sveikas skaičius, tai galim:: nurodyti toki diferencialini '$) pavidalo operatorių k:.d. 

iis neturėtų nė vienos :u:osavos ieikkt.ės.

(1)

6»
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EXISTENCE OF THE EIGENVALUES OF ONE DIFFERENTIAL OPERATOR 
DEPENDENT ON PARAMETER

J. Degutis, Š. Strelicas

{Summary)

This paper is concerned with the existence of the eigenvalues for the system of equations

y<n)+ λy'j∙j,> (x)y<fl {x) y^n a)÷ ∙ ∙ ∙÷^ Pjn^ (χ) y=0,

j =0 √*= θ y=0

j(7)(0) = 0, y = 0, 1, .... л-2,
(1)

y(*) (a) = 0, n — 1 > к = const,

In the work the following statement is proved.
Theorem. Suppose the functions (-∖) k pm^(x), k=l,2,...,n, are continous and positive 

and pjk^ (x), ∕≈0, 1, ...,m∣i-∖; Ar=l, 2, ...,n, — continuous in the interval [0, a}. Let us denote 

f mj 1
p = max { _2 } .

l≤√≤n I j J

If p is not integer, there exists an infinite sequence of eigenvalues {λ7∙} of problem (1), the index 
of convergence being p.

Besides,

i 2
cp^ <∖^kp∖<Cp9 ,

where C>c>0 — are constants independent of p.
If p is integer, we can point out such a differential operator of type (1), which has no eigen

value.


