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СХОДИМОСТЬ ЗАКОНОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПРОИЗВЕДЕНИЙ 
НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИНА. Бакштис

1. В теории перемножения независимых случайных величин (М-схеме) постановка предельных теорем совершенно аналогична их постановке в теории суммирования (А-схеме) [1]. Пустьζn=^ξnlξ∏2...Uπ, (1)где ξπl, ξπ2, .. ∙Λ∏krt (л= 1,2, ...) —последовательность серий независимых в сериях случайных величин, ап - положительные постоянные, причем случайные величины ξπk являются M-предельно пренебрегаемыми: для любого ε>0 lim max Р {(∣ ξπk 1 - 1 )2 > ε} = 0 . (2)
∕>→αc l≤Λ≤⅛nВ данной работе доказаны необходимые и достаточные условия сходимости функций распределения (ф. р.) произведений (1), (2) к предельной ф. р.Как обычно, ф. р. случайных величин ξf,k обозначим Fnk (х), элементы их характеристических преобразований (х. п.)
nkwj{t) = [ ∖ х il sgnjx dFπk(x), y = 0, 1,

причем полагаем 0" = 0 для любого вещественного t.Условную ф. р. случайной величины ξnk при условии, что ξπk≠0, будем обозначать Fnk (х i ζnk ≠ 0). Соответственно будем обозначать и х. п. Если ξπk- M-предельно пренебрегаема, то min rιkwo(0)→l (n→oo). Поэтому для доста- i≤λ≤*λточно больших И

nkwj(t ζnk≠0)= f ∖x i,sg∏jχdFnk(x ζnk≠0) =
—во= /=0 1.^и’о(О) ’ j ’Кроме того, положимP{ξ,t<O} = ⅛ P{ξ<,t>O} = ⅛.Таким образом, элементы х. п. произведения ζπ равны

кп
nwj(t) = ai∕t ∏ l,kWj(t), √ = 0, 1,

к = \
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причем, согласно лемме 5 из [2],
kn

.Wj (t I ζ.≠0) = aį ∏ njWy(∕∣ξnt≠0) = ⅛ , J=0, I.
k = 1 0Каждой случайной величине ξnjt мы сопоставим случайную величинуеслиесли Cįk < Cnk>ф. p., х. п. и все параметры которой также будем обозначать штрихом. Если в (1) все случайные множители заменены случайными величинами ξ^, то произведение будем обозначать ζ^. Очевидно, что условие (2) для ςnfc и ξ'⅛ выполняется только одновременно и∏pvo (r I ζ'πk ≠ 0) = πkw0 (t i ξnfc ≠ 0),njtW∣' (Hξnfc≠ 0) =| если cik≥c'k, если c+k < cnk,nw6(Nζ^≠0) = nw,o(dζn≠0),X (/! ζ'≠0)= (-1)"⅛ (г ζn≠0),где mn-число в (1) случайных величин, для которых cik<c~k.В дальнейшем нам понадобятся следующие леммы.

Лемма 1. Если случайные величины ζnk- М-предельно пренебрегаемы, то 
при n→∞шах |„Х(Г ξ^≠0)-nχ(0χ*≠0)∣→0, √ = 0, 1,

ι≤* ≤⅛m

равномерно в каждом конечном t-интервале.Доказательство. Поскольку для достаточно больших пmax ! nkw,j (t; l,πk ≠ 0) - nkw,j (0 ∣ ζ,nk ≠ 0) i ≤
1≤⅛ ≤λ,i

max ' nkw'i(t) - nkw,i(0)
ι≤*≤λn . λ i≤---------- ---------------------------- , ∕ = 0, 1,

min nkw0 (0)
ι ≤ k ≤ kflи случайные велечины ξ'nk также являются M-предельно пренебрегаемы, то отсюда, как видно из доказательства леммы 6 [2], вытекает утверждение 

леммы.
Лемма 2. Если случайные велечины ζπk - M-предельно пренебрегаемы и 

при n→∞

knп →c1>o,



Сходимость законов распределения 729

то существует такая независящая от п постоянная С2, что

Доказательство. Согласног предположению о M-предельной прене
брегаемое™ случайных величин ξπfc существует такое nQ, что для всех w≥w0 
будет c'nk + c,nk > 0 (l≤fc≤fcn), а поскольку C1 не равно нулю, то существу
ет такое n1, что для всех п ≥ max {w0, π1} и 1 ≤ k ≤ kn будем иметь c'nį — c'nk > 0. 
Следовательно, существует логарифм

и условие леммы можем переписать в виде

Σ*
Поэтому для любого ε>0 найдется такое n2 (ε), что для п ≥ max {и0, w1, и2 (ε)}

откуда, в силу неравенства lnx≤x-l(0<x≤l), получаем

Поскольку 0 ≤ c⅛ ≤ 1, то для всех п верно неравенство

что и требовалось доказать.
Пусть о 1—любая постоянная. Положим

Лемма 3. Если случайные величины ξnk - М-п редельно пренебрегаемы, то 

max I p,,* Į—>0 (л—>oo).
,≤*≤*n
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Доказательство. Пусть 0 < ε < ( c c 1 )2. Тогда
β∏fc∣≤ f I In ∣x∣ I JFπfc(x∣ξπfc≠0) = i- < I X I < c

c

= f [in ∣λ∙∣∣ ¾(x∣ς,t≠θ)+( lxl-l),≤ε
+ f ∣ln ∣x∣ ∣ JFπk(x∣ ξπk≠0) +

- < I x ) < 1 - Vi 
c

+ f j ln∣x∣ 16∕Fπk (x I ξnjk≠ 0) ≤ I In (1 — ]∕ε) +1 + l'ε^<∣ x I < c

+ lnc f <∕Fnk(x ι ξkk≠0) + ln с f dfnk(x∣ξnk≠0) =

∣x∣<l-∕ε ∣x∣>l + ∕ε

= I In (1 — }∕ε) I+ P{( I ξnt I — 1)2 > ε! ξπt≠0} In c≤ 
откуда max Р {(∣ ξ∏fc∣-l)2>ε}max ∣ ß„k ∣ ≤ ∣ln (1 - l∕ε') ∣ +,^ P(( l ξkk ∣-lf>e)1° <∙

π l≤∕c≤kπ

Устремляя здесь сначала ∕ι→oo, а потом ε→0, получаем утверждение леммы.
Лемма 4. Если случайные величины ζπk- M-предельно пренебрегаемы, то 

при любых постоянных T>0, с>1 и всех достаточно больших п сущест
вует такая постоянная C3 = C3(T, с), чтоmax ∣e "9”‘ .kH'j(Mξ∏t≠0)-nfcH'j(0 jξnk≠O) ∣≤1≤Λ ≤Λ + ∞≤C3 I T⅛∙ <tΛ^(x+M, √=0,l,— ∞ где Λnfc(x) = p{ln ∣ξflk∣ <x ∣ξn*≠0}.
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Доказательство этой леммы проходит совершенно аналогично доказательству центрального неравенства А-схемы [3, стр. 318]: для 111 ≤ Т и таких п, что max ∣βπfc∣<c, имеем
i≤λ≤⅛πI e-"9"t nkwj (t I ςnt ≠ 0) - nkwj (01 ξ,t ≠ 0) I =

+®
= | [ (∖x∖i,e~a^πk -1) sgn-,xtfFπfc(x∣ξnfc≠0) ∣≤

— 00≤(2+Γ∣βrt∣) ∫ ¾(x∣ξ,4≠0) +
I In I х I Į <ln с+ -y- f (In ∣x∣-βnft)2 ¾(x∣ξπk≠O)≤

Į In I x I I >ln c

≤c3<r∙c)
— α□= C3(T,c) ∫ -f⅜- rf∆lrt (x+βlrt), 7=0, 1,
— 00τ. e. верно неравенство леммы.2. Прежде чем доказать теорему сходимости для произведений (1), (2)r сделаем некоторые замечания. Поскольку мы исследуем тот тип сходимости при n→∞ ф. р. Fπ(x) к предельной ф. р. F(x), который эквивалентен схог димости их х. π., т.е. nwj (t)→wj (∕), 7 = 0, 1, то необходимым условием сходимости ф. р. является Fπ(0)→F(0), Fn(4-0)→F( + 0), что эквивалентно сходимости при n→∞

knnH⅛(0) = ∏ (⅛ + (-iy⅛)→a7, 7 = 0,1, (3)
k =1причем <xj = wj (0), 7=0, 1. Поэтому, если a1≠0, число mn случайных величин ξπk, удовлетворяющих условию ⅛<⅛ для всех достаточно больших 

п должен быть или только четным (a1>0), или только нечетным (a1<0). Значит, если имеет место (3) и a1≠0, то в очевидном равенстве
kn kn(-1 Г” ∏ (C⅛+⅛) X (О I ⅛ ≠ 0) = ∏ (⅛ - ⅛) (4)

k = l ⅛=1множитель (— If" начиная с некоторого п имеет один определенный знак.Второе замечание касается класса ЭЛ M-безгранично делимых законов (М-б. д. з.), описание которого дается следующей теоремой В. Μ. Золотарева [1].
Ф. р. F{x)e ЭЛ тогда и только тогда, когда*соответствующее ей х. п. 

представимо в следующей форме:

⅜ ω = (I) fl (t). M-1 (0 = O1 ⅛⅛J ,
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где а) v=l, 2 - характеристические функции (х. ф.) некоторых А-б. 
д. з., причем f(2) (г) имеет вид

(Г) = exp I f (e'“ - 1) d Н (х) ]

( Н (л') — функция Леви j ;б) вещественные параметры α0 и a1 таковы, что 0 ≤ a0 ≤ 1,∣a1∣≤a0 ехр |-2 [ </Я(х)| .
Если a1≥O, то ф. р. F(x) принадлежит классу ЭД'.Мы, именно, и воспользуемся классом ЭД' для того, чтобы доказать сходимость к ф. р. F(λ')∈ ЭД. Это достигается заменой в (1) случайных величин ξπfc случайными величинами ξ^. Предельное х. п. для ζπ можно восстановить по предельному х. п. для ζ'n. В самом деле,bwo(0 = X('). nWιW = (-l)m" bm4W∙Если к тому же выполнено (3), то для всех достаточно больших п степень (-1)m" имеет знак, совпадающий со знаком a1(a1≠0).
Теорема 1. X. п. произведений (1), (2) с элементами nwj(t),j=Q, 1, при 

некотором выборе постоянных an>0, когда n→∞ сходятся к предельному 
х. п. тогда и только тогда, когда к некоторому х. п. сходятся х. n. с 
элементами

k∏

>o W=<⅛ ∏ (⅛+¾) л1’ (0 л2) (0, (5)
А: =1

k

Λ(0 = <⅛' ∏ (⅛-<¾) ⅛-. (6)
Jt = l n

■где
kn kn +∞ .^,ω = exp ⅛ X β,t + X f (x"-l)¾(Λ∙eβ"t∣ξ^≠θ) .

l ⅛=1 ⅛=1 о

/по )∕<2>(z)=expJ∑ f (I x∣iz- 1) dF'πk {xo^nk ∣ξl1⅛≠θ)∣.
lk=ι -∞

В случае сходимости оба предельных х. п. совпадают.Функции (5), (6) действительно являются] элементами х. п. некоторого М-б. д. з. В самом деле, х. ф. a{f∕i0 (О, Л2) (0 являются х. ф. некоторых А-б. д. з., причем
с +°0 )∕f>(O = exp{ f
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lim [H(ε)-ff(-ε)l≥ -∑ ,
ε→0 Л=1 cnk пк

где
kn∑ [Λ⅛ (01 ξi* ≠ 0) - ¾ (- ex+β"t 15Ä* ≠ О)], если х < 0 ,Я(х) = - *=1

kπ

- Σ “ еХ + &Пк 1 ⅛k ≠ 0)* еСЛИ Х > 0 *

*=1Поэтому
kn

откуда с помощью неравенства In (1 — λ)≤ -a(0≤x< 1) получаем∏≡h∙4-*.Γ"w∣∙ (7)
Поскольку c'„į-c'„k=\cįk-c-k и c⅛ +c'„k =c⅛ + c~k, то

. *л +»I ∏ (⅛-⅛)i∣≤ ∏ (⅛+⅛) ехр 1-2 f √∕f(Λ-)L
'*=I k=l * -∞ fСледовательно, функции (5), (6) удовлетворяют требованиям теоремы М-без- граничной делимости.Дальнейшему доказательству теоремы 1 предпошлем несколько лемм.Лемма 5. Если

Π (⅛ + cnJt)→θ (n→Oθ) ,
k = ∖

то элементы х. п. произведений (1), а также элементы х. п. (5), (6) при 
n→∞ равномерно на всей прямой сходятся к нулю.Доказательство. Пусть w0(z), w1 (г) — элементы х. п. любого зако- яа распределения с ф. р. F(x). Тогда

+®

wj М= [ Iх l*7 sSq7xdF(х)=
— аз

√ X« dF(x) + (-l)) f ∣x∣"rfF(.v), 7 = 0,1,
0 — оооткуда вытекает неравенство∣h'j(z)∣≤ wo(O), у=0, 1.Поэтому при n→∞

krι

! .wj (о i ≤ ∏ (c⅛+¾)→θ •
Λ = I

kni .½∙ (')! ≤ ∏ (⅛+⅛)→o.
k =1

(8)
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Лемма 6. Элементы, х. п. πw0(t) произведений (1), (2) при n→∞ схо
дятся к тождественно не равному нулю предельному элементу х. п. тог
да и только тогда, когда к тождественно не равному нулю предельному 
элементу х. п. сходятся nw0(t).

В случае сходимости оба предельных элемента совпадают.Доказательство. Сначала докажем лемму для элементов nw0(tjζn≠0) и nw0 (t j ζn ≠ 0) = ⅛' ∕¾> (t) /(? (z). Определим независимые случайные величины ξπk посредством ф. р.Λnt(x) = P {ln∣ξ,,t∣<x∣ξ.t≠0}. (9)Поскольку х. ф. случайной величины ξπk равна φπk (t) = πkw0 (t ∣ ζnk ≠ 0), то πw0 (d ζπ ≠ θ) является х. ф. суммыζ∏l + ζ∏2 + ∙ ∙ ∙ + ζnkπ + In an, (10)причем из М-пренебрегаемости случайных величин ξnk, согласно лемме 1, следует, чтоmax ∣φπk(z)-1 ∣= max I πkw0 (z ∣ ξπk ≠ 0) - 1 ∣→0 (n→∞)
l≤fc≤Ar,j 1≤Λ≤Λλравномерно в каждом конечном z-интервале, т.е. случайные величины ξnk-πpe- дельно бесконечно малые. Поэтому, согласно теореме Б. В. Гнеденко [4. стр. 119], три некотором выборе постоянных an>0 элементы nwo(z!ζπ≠O) стремятся к элементу предельного х. п. тогда и только тогда, когда к предельной х. ф. стремятся х. ф.

k∏ ÷α,
f. (') = exp ∣" In ⅛ + X [ it ⅛ + f (e'“ - 1) d Λnk (x + αnk)] j ,

k = 1 -xгде otπk f x d Λ,nk (x),
I X I <~.a τ>0-любое постоянное число. Кроме того, в случае сходимостиlim n)vo(z∣ζπ≠0) = lim /„(z).

n→∞ n→∞Так как αnk = βnk, если c = exρτ и тогда
+ 00 + соf (eta — 1) <∕ Λnt (,γ + ant) = f (∣x∣'--l)rf⅛(Λ∙Λ*^t≠0),

— СО — 00то niv0 (z i ζπ ≠ 0) = fn (t). Следовательно,lim nyvo(z∣ζπ≠O) = lim >o(zjζn≠0) (И)
n→∞ n→∞и из существования одного из пределов вытекает существование другого. Поскольку в этой лемме рассматривается сходимость к тождественно не равному нулю предельному элементу х. п., то, согласно (8),
kn

∏ (⅛ + ⅛)→ao≠0 (zι→oo).
J⅛=l
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Тогда из (11) следует, чтоlim n¼>0(f) = lim πw0(t),
n→∞ n→∞причем из существования одного из пределов вытекает существование другого. Доказательство закончено.

Лемма 7. Если nw0(t) при n→∞ сходятся к предельному элементу х. 
п., тождественно не равному нулю, то элементы х. п. nw1(t) произведе
ний (1), (2), сходятся к предельному элементу х. п. тогда и только тог
да, когда к предельному элементу х. п. сходятся nw1(t), причем π∣⅛)→0, 
когда

k∏∏ (⅛-⅛)→θ (λ→co).
k=∖

В случае сходимости оба предельных элемента совпадают.Доказательство. Сначала докажем лемму для элемента условного х. п. πw'l (t I ζ'π ≠ 0) произведения ζ' и сопровождающего элемента∕(∙)(r)(/1 ⅛ ≠ 0)=<⅛' „и-; (01С ≠ 0) ,
где ∕J0(f), v=l, 2 —такие же как и в формулировке теоремы 1, ибоß«* = f ln∣x∣ t¾(x∣ξ^≠O) =

i
— < I X I < c 
c

≈ f In ∣x∣ ¾(*∣ξlrt≠O) = β,,t.
-t < j X I < C

Очевидно, условие (3) выполнено как в случае сходимости nwj(t)→wj(t), 7 = 0, 1, так и в случае сходимости nwj (f)→wj (t), j= 0, 1. Поэтому при доказательстве данной леммы мы можем считать, что оно выполнено. Рассмотрим случаи α1≠0 и a1 = 0 отдельно.а) Пусть a1≠0. Тогда ∏wi (01 ζ'≠ θ)→C1 > 0j при [n→∞. Поскольку для любого k (1 ≤ k ≤ kn) верно неравенство nw∖ (01 ζ[ ≠ 0) ≤ nkw,l (01 ζ,nk ≠ 0), то для всех достаточно больших п.lH'ι(0∣ξ^≠θ)>4 C1 (l≤fc≤fcπ). (12)
Поэтому, согласно лемме 1, для любого Г>0 при 11 ≤T и всех достаточно больших п выполнены неравенства



736 Сходимость законов распределенияЗначит, для достаточно больших п логарифмы In πkw'1 (t | ξ'nk ≠ 0) существуют и In nw∖ (t I Xs,n≠ 0) - In πιv1'(r∣ζJj≠O) =
kn= ∑ {1∏ nιM>j(∕∣ξ't≠O)-⅛βπt-ln nk>vl(0∣ξit≠0)-Jt=l

- ∫ (∣X∣,'- 1) sg∏Λ- dF⅛{xe^πk∖ξ'nk≠ty} =
— 00_ V fln e πk nΛH,ι('! ξ∏⅛≠0) Γ e it^"k nkWι(t∖ζ'nk≠0) 1 11 ι-Z1 ∣m n^i(0∣ξ^≠0) L nfcw4(0⅛≠0) 1 Jr
k = 1
kn

+ ∑ [e~"9"t ntttli (<l⅞n⅜≠0)-ntH>I (0∣ξ⅛≠0)l [ *ξ, -1], (13)Λ = l " 1 nkоткуда
nkwι (θ I ⅛>'nk ½ θ) -ι]∣+I Ln l,w'ι (r∣ζ,J≠O)-ln >((∕∣ζ^≠0)∣≤

≤∑ ∣lnΛ = l+ max I e~"β"t πtw'l (t ∣ ‰ ≠ 0) - п1и>; (О I ξjrt ≠ 0) ∣ × i≤⅛≤λλ
kn I nkw,l (0∣ ξ^≠0) I ∙Λ = l nκ1 (14)

Оценим правую часть полученного неравенства. Из неравенства max I e~,t ^nk πkw∖ (/1 ξj,* ≠ 0) - nkw'l (01 ‰ ≠ 0) ∣ ≤ l≤Λ≤Arn≤ max LkvvJ (∕∣ξJ,fc≠O)-nfc¼∕1 (0∣ξ^≠0)∣ + 1≤ Λ≤⅛n+ ∣H max ∣βπk∣ ι≤fc≤Λπи лемм 1 и 3 вытекает, что при n→∞max I e~,t&пк πkw1, (г 1ζ,nk ≠ 0) - πkvv[ (01 ≠ 0) ∣→01 ≤⅛ ≤Λflравномерно в каждом конечном /-интервале. Далее, так как [согласно лемме 2,
nkW,ι (0 I ^⅛≠°)Σfc=I

Jt кпп=ΣΛ=l c,+ *c,-<c ∑⅛*<G<+co. "* c∙* с> "
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Поло-то при n→∞ второй член правой части неравенства (14) стремится к нулю равномерно в каждом конечном /-интервале.Обратимся теперь к первой сумме правой части неравенства (14).жим z„k (0 = е l'f,"k n⅜*l(<l⅛⅛≠0)
пк™1 (О I ≠ 0)Поскольку для достаточно больших пШах I nkw'ι I %>'nk ≠ 0) - nkw'ι (θ I ⅛>'nk ≠ 0) I 

/ч , ∣≤⅛≤⅛b n nκ ma* l⅛(∕)-l∣≤ -------- -
1 ≤Ar ≤Λb

+min ∏fc⅝(0 I ξ'fc≠0)
1≤⅛≤Λ1, nk+ max ! 1 - е 'tβnk ∣ < 

l⅛k≤k cι max ∣nk√1 (∕∣ξ∏j⅛≠O)- 
l≤Λ≤∕cn-nfcvvι (0∣ξ∏fc≠0) | + 1 ∕∣ max ∣βf,k∣,

l≤fc≤Λπто, согласно леммам 1 и 3, при n→∞max I znk (t) — 1 l→0 l≤Λ≤fcnравномерно в каждом конечном /-интервале.Для первой суммы правой части (14) имеем
кп кпУ ∣ln znt(Z)-[z,t(z)-l]∣≤y ∣zπb(r)- 1 ]2≤

к=\ Л=1

кп≤ max Iznk(t)- 1 ∣ ∑ ∣zak(t)-l Į.

(15)
(16).

(17)
Докажем, что сумма в правой части последнего неравенства ограничена. Если nw0(t) при n→∞ стремятся к элементу некоторого предельного х. п. wo(0 (w0 (0) = αo ≠ 0), тоΛ('∣ζn≠0)→4^ w⅛('). α0причем J- vv0 (/) является х. ф. Представив πiv0 (∕ ∣ ζπ ≠ 0) в каноническомвиде

+ ®>o(ziζ,≠0)=exp {⅛Λ+ f P“"1--r⅛) -⅛fl
— 00где Лл +∞41 = 1∏⅛ + ∑ { ß„*+ f -fu⅛ rfΛ114(x + βni) I ,

k=l l -ao ,

kn х1IS∣ (χ) = 2 f ] +lft dA,nk (u + βnk),
k=l —oo



738 А. Бакштис

на основании центральной предельной теоремы] A-схемы получаем, что при 77→∞
kn +«Var Т„ (х) = 2 f dΛ,k (и + βJ→Var Ψ (х) < + оо.

fc=I —00Отсюда вытекает существование такой постоянной Сб, чтоЛл +∞2 f τ⅛-<∕Λnt(x + βπt)≤C6. (18)
k=l —ооТеперь, согласно лемме 4,
∑ ⅛*W-l∣≤ min J(0l⅛≠0) ∑ K"s⅛('⅛≠0)- 
fc=l l≤*≤Λj, Л-1÷ ∞-∏tH,i(0∣ς^≠0)∣<-^- f rfΛn,(χ+βj<^ . (19)

— 00Из этого неравенства, а также (16) и (17) вытекает, что при n→∞

kn∑ I In ¾ (0 - [z»k (t) - 1) ∣→oÄ=1равномерно в каждом конечном г-ннтервале.Стало быть, при n→∞I In „и,; (f∣ζ^≠O)-ln >[(∕]ζ^≠0)∣→0равномерно в каждом конечном f-интервале.б) Пусть теперь α1 = 0. Тогда, поскольку ao≠O,
kπnH∙i(0∣ζi≠0)=∏ l⅛~⅜-→0 (w→co), (20)

4-1 nt "*Если „й>0 (r)→∙S⅛ (г) при n→∞, где iv0 (Г) - элемент х. п., то>0('∣ζn≠°)→-^- ∏⅛(0>
a0причем — iv0(f) является х. ф. некоторого А-б. д. з. Поэтомуaolim ∣Zf≡>(r)l>∣ -J- *o(') ∣>o---  I ao I

n→aoИ lim I >1' (t Į ζ'n ≠ 0) I ≤ lim nw[ (0 ∣ ζ' ≠ 0) Цт ∣ L2)(0 j = 0>
∏→oo n→ao ------ 'j n ' ,n→∞τ. e. nw'i (t I ζJ1≠O)→O, что влечет за собой nw1(f)→O (∕ι→oo).
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С другой стороны, при выполнении условия (20) имеет место сходимость: nw1' (* I £л ≠ 0)→0(∕ι→oo). Действительно, для любого заданного ε > 0 через U(ε) обозначим множество тех л, для которых выполняется неравенствоmin nkwJ(0∣ξ^≠0)<y ,
i≤λ≤λm zа через V (ε) - множество тех л, для которыхmin j,kwi (O∣ξJ,jt≠O)≥^-.
ι≤⅛≤fcn zПоскольку нас интересует сходимость при n→∞ элемента х. п., то конечные множества U (ε) и V (ε) для нас никакой роли не играют. Пусть U (ε) — бесконечное множество натуральных чисел w0 < n1 < ... < ni < ... Согласно лемме 1 max 11 nkwJ (Г 1 ζ∏⅛ ≠ 0) 1 — пки>{ (01 ξ'nk ≠ 0) I ≤
1≤*≤*∏l I≤ max I πk w'l (t I ξ^≠0)-nkw∏0 ∣ ζ'nk≠ 0) ∣→0 (n→∞)

1 ≤ k ≤ knравномерно в каждом конечном f-интервале. Поэтому для любых ε > 0 и Т > 0 при всех достаточно больших п' ∏fcwι (f∣ξfl⅛≠ 0) Į <πkw1'(01 ξ'k≠ 0) +-£ (1 ≤k≤kn, 111 ≤ Т).Следовательно, для всех достаточно больших niεU(ε)∣n,∙w,ι (С Сл,- ≠ θ) I < ε . (21)Пусть V (ε) — бесконечное множество натуральных чисел r0 < r1 < ... < ri < 
< ... Для neV(ε) имеет место (12), где C1 = ε. Поэтому для w∈K(ε) имеют место (13), (15), (17), (19). Из (13) и (17) находим, что для neV(ε}!ln,H'ι(r∣ζς≠O)-ln n⅛[(∕∣ζ^≠0)∣≤ max !znt(r)-l∣×

ι≤*<*n

kn kn×∑ l⅞*W- 11 + (7+ 1) ∑ »
k=∖ k=∖а (15) и (19) превращаются в неравенстваmax ∖zπk(t)- 1 ;< I max I nfcw[ (f Į ≠ 0) - nkιv{ (0 ∣ ξ^k ≠ 0) 1 + l≤k≤⅛n ε l≤⅛≤kn

+ ∖tl max ∣βnk∣,
l≤fc ≤kzj

kn

∑ I Z,* W -1! < 7 c,.
k=∖Кроме того, согласно лемме 4 и (18),
kn∑ I <Γ"s"'1 ntH-J (t I ‰ ≠ 0) -,tH>i (01 ξ't ≠ 0) I ≤ С,.
Λ=l 

2. Lietuvos matematikos rinkinys, XI 4
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Из этих оценок, воспользовавшись неравенством ∣ In ' z1 Į - In Į z211 ≤ - In z1 - In z2∖, находим, чтоIn I nvvJ (t j ζ'n ≠ 0) I ≤ In I πw'l (t I ζ'n ≠ 0) 1 + -⅞ max ι πkw∖ (t Į ζ,πk ≠ 0) -
- .»и-i (01 ξ^k ≠ 0) I + ½ Iz∣ max j βπk∣ + (∣ + I ) C7.ε l≤k ≤kn ∖ ε ∕Поэтомуlim In !r1.ιvj (r j ζ'. ≠ 0) ∣ = — oo ,

τ.e. r.w'l (t j ζ'r.≠ 0)→0 при ∕→oo. Тогда для любого ε>0 при всех достаточно больших rl∙∈K(ε)с;, ≠0)><ε. (22)Поскольку U (ε) и V (ε) представляет собой все множество натуральных чисел, то (21) и (22) показывают, что πw1'(∕ ∣ ζ^≠ 0)→0 при n→∞.Таким образом, для nw{ (z' ζ∏ ≠ 0) и πw1'(7∣ζ'≠0) лемма доказана. Остается перейти к элементам х. п. πw1 (г) и π<i1 (г). Поскольку
кпπw1 (г) = (- 1 )'"« ∩ (c+k + c~k) nw∖ (t I ζ,π≠ 0),

к = 1то ∏vvι (И сходятся к предельному элементу х. п. тогда и только тогда, когда к предельному элементу х. п. сходятся
k∏(- 1 )"*« f] (c÷k + c~k) nΓvJ (t 1 ζ'n ≠ 0) =k = l

kn= (- D”" ⅛ ∏ (⅛+⅛),m4 (01 ζ(≠0) gįl .fc = l nОтсюда, c учетом (4), вытекает, что nw1(r) сходятся к предельному элементу х. п. тогда и только тогда, когда к предельному элементу х. п. сходятся (6), а предельные элементы совпадают. Лемма доказана.Доказательство теоремы 1. Необходимо. Пусть элементы х. п. nwj(t), √ = 0,l произведений (1), (2) при n→∞ сходятся к предельным элементам х. п. wj(t), 7 = 0,1. Тогда выполнено условие (3). Если αo = 0, то, согласно лемме 5, при n→∞ как πwy(z)→0, j =0,1, так и n⅛(r)→0, 7 = 0,1. Если же a0≠0, то при n→∞, согласно леммам 6 и 7, nwj(t)→wj(t), 7 = 0,1.Достаточно. Пусть элементы х. п. (5), (6) при n→∞ сходятся к предельным элементам х. п. wj(t), 7 = 0,1. Тогда выполнено условие (3) и, согласно леммам 5, 6 и 7, элементы х. п. nwj (г), 7 = 0,1, произведений (1), (2) сходятся к Wj (t), j= 0,1. Теорема доказана.
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3. Исходя из этой теоремы можно строить центральную предельную теорему M-схемы двумя различными способами:1) выполнено условие (3) и при n→∞

∕ti> (∣)→fm (f), f15 (t')→f'i' (t);2) выполнено условие (3) и при n→∞

«Ü f У (О № (t)→ftf, ГЪ (t)→f∞ (О,где /(1) (/), /(2) (0 и f(t)-×. ф. некоторых А-б. д. з., причем /(2)(0 удовлетворяет условиям, наложенным на нее в теореме M-безграничной делимости. ПоложимΨ⅞,ω = (-ir, ∑ f τ⅛r ⅛((-l)v→Z→^*∣‰≠θ), v=I,2,
Л= 1 — даT⅛> = ∑ { ⅛k + ∕ -i⅛ ¾ (ex+ ⅛* I ξ't ≠ 0) } ,

Jt=l 1 -да

÷ ∞γ⅛=-∑ ∕ i⅛ ¾(-e,+β-'≈iξ^≠O),
k = ∖ -да(γ, ψ) = ftγ + f (e'“ - 1 - -f^5-) dψ(x),

где Ψ (х) — с точностью до постоянного множителя является ф. р. Сходимость, когда Ψn(x)→Ψ(x) при n→∞ не только слабо, но иΨπ (+ oo)→Ψ(+ оо), будем обозначать Ψn (x)b^Ψ(x) (сходится вполне).Если х. ф. /(2)(?) из теоремы M-безграничной делимости представить в каноническом виде ехр(у(2), Т(2)), то условия, наложенные на эту х. ф., принимают вид
+ даγ<2> = f ^Ψ<2>ω,

— Xi α11 ≤ α0 exp {-2 f rftf(x)},
где

H(x) =

f dΨ<°>(u),
— да
-f dΨ*(u),

если x<0,
если л* > О.

(23)
(24)

Первый вариант центральной предельной теоремы M-схемы представляет собой теорему.Теорема 2. Для сходимости ф. р. произведений (1), (2) к закону клас
са ЭД, определяемому посредством ao≠0, a1, /(1)(/) = ехр (γ<1>, Ψω) и /(2)W = exp (y(2)> γFco), удовлетворяющих условиям (23), (24), необходимо и 
достаточно выполнения следующих условий.

2*
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В случае α1≠(λ при n→∞

knа) П (сл+л + (- l)¼τ)→aj, 7 = 0, 1;
t-lб) Ψ<">(x)b→Ψ<∙'>(x), v =1,2,Y⅞>+ln¾→γ,,,.γ(2>→γ<≈).

В случае a1 = 0 услсвие а) сохраняется, а б) заменяется наб') ψ⅞> (х) + ψ<2> (х) ψω (х) + ψ<2> (х),γ⅛l + γ'S, + l∏ an→γ<l> + γ<2>.Доказательство. Пусть nwj (t), j = 0, 1 — элементы х. п. произведения (1), (2), аИ-. W = «о fm (t} fw (t). w1 (t) = a1— элементы х. п. предельного закона. Поскольку<4'Л’ (г) = exp {ft (γ⅛> + In а.) + / (е'“ - 1 - ⅛r) ⅛L rfψ⅛> (х) j ,
— 00/(? (О = exp ∣⅛γ<2, + f [eitx- 1 - γ^r) dΨi2πi (х)|,

— ОСто, согласно теореме сходимости [3, стр. 314], условие б) является необходимым и достаточным для сходимости при n→∞

аЦ (f)→exp (γ,,,. Ψ,1,),/<? (<)→exp (γ<21, Ψ<2').Поэтому в случае, когда
kn
∏ (⅛--^-)→a1≠0 (w→oo),

Jt=lсогласно теореме 1, условия а) и б) являются необходимыми и] достаточными для сходимости nwj (t)→yvj (г), 7 = 0, 1, при w→∞.Если a1 = 0, то, согласно леммам 6 и 7, πtv0(∕)→tv0(∕), nwx(∕)→0 при n→∞ тогда и только тогда, когда выполнено условие а) и⅛∕⅛ω∕⅛ω →∕ωw∕r2,ω.а эта сходимость имеет место тогда и только тогда, когда выполнено условие б')- Теорема доказана.В некоторых случаях второй способ построения центральной предельной теоремы M-схемы может оказаться более полезным. |При^ этом способе построения предельное х. п. задается посредством wo(0, a1 и fiiy(t).
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Теорема 3. Для сходимости ф. р. произведений (1), (2) к закону класса 
Ш?, определяемому посредством w0(r) (w0(0)≠θj, α1 u/(2)(z) = exp (у(2), Ψt2,)r 

удовлетворяющим условиям (23), (24), необходимо и достаточно выполне
ния следующих условий.

В случае a1≠0ι npu→∞
kn

а) ∏ (d + (-iy⅛)→aj, 7 = 0,1,
к=1

причем ao = wo(0)j
б) суммы ξnι + ξπ2+ ∙ ∙ ∙ + ξnfcπ +In я„, где ζπk — независимые случайные 

величины с ф. р. (9), имеют предельным закон с х. ф. — w0(z);
ao

в) Ψ⅛(λ)bΛΨ<2>(x),

V<2)—⅛-v<2>I л

В случае a1 = 0 условия а) и б) сохраняются, а условие в) становится 
излишним.

Доказательство. Пусть πwj (r), j= 0, 1,— элементы х. п. произведе
ний (1), (2). Если a1≠0, то, согласно теореме 1, πwj (t)→wj (г), y = 0, 1 при 
n→∞ тогда и только тогда, когда nwj(t)→wj(t), √ = 0, 1. А эта сходимость 
имеет место тогда и только тогда, когда выполнено условие а) и

⅛∕cJ, (о λ2,w = nW0(t) > W0(t)
zιw0 (0) a0

∕⅛(0→∕12>(z)∙

(25)

(26)
Если выполнено условие а), то сходимость (25) имеет место тогда и только 
тогда, когда ,h,o(∕)→wo(0 (λ→∞)* откуда, согласно лемме 6, вытекает, что 
(25) имеет место тогда и только тогда, когда

^('lζ"≠°)=-≡⅛→j⅛Γ ("→∞)∙ <27>

Таким сбразом, nwj (t)→wj (t), j= 0, 1, при n→∞ тогда и только тогда, ког
да выполнены условия а), (26) и (27). Согласно теореме сходимости [3, стр. 
314], условие (26) выполнено тогда и только тогда, когда выполнено в). 
Поскольку n½'o(r ζn≠O) является х. ф. суммы (10), то условие (27) может 

быть заменено условием б).
Если a1 = 0, то, согласно леммам 6 и 7, πw1(∕)→0 (w→∞), когда πw0(r)→ 

→h,o(z) (n→oo). Поэтому в данном случае необходимо рассмотреть сходимость 
только элемента х. п. nw0(t), что, как уже видели, приведет к условиям а) 

и б). Теорема доказана.
Пользуюсь случаем поблагодарить Й. П. Кубилюса за просмотр рукопи

си и сделанные замечания.

Каунасский политехнический 
институт, Шяуляй

Поступило в редакцию
18.VI. 1970
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NEPRIKLAUSOMŲ ATSITIKTINIŲ DYDŽIŲ SANDAUGŲ
PASISKIRSTYMO DĖSNIŲ KONVERGAVIMAS

A. Bakštys

(Reziume)

Sakykime, ξfjl, ξfl2, ..., ξnkzj (//= 1,2,...) —seka atsitiktinių dydžių serijų, kuriose) atsitikti
niai dydžiai yra nepriklausomi ir kiekvienam ε>0

Jim max P{( 1 - 1)2> ε} = 0 .
n→∞ 1 ≤ k ≤kπ

Darbe įrodyta sandaugų

ζ∏ = ⅛ ξ,n ξ∕12 ζnkπ

(čia an — teigiamos konstantos) centrinė ribinė teorema.

KONVERGENZ DER VERTEILUNGEN VON PRODUKTE
UNABHÄNGIGER ZUFÄLLIGER VERÄNDERLICHER

A. Bakštys

(Zusammenfassung)

Es sei ζnl, ζn2, ..., ζπkp (π=l,2, ...) eine Folge von Serien der zufälliger Veränderlicher, dei 
in jeder Serie unabhängig sind und für jedes ε>0 gilt

lim max P{( ; tπk i- l)2>ε} = 0.
n→∞ 1 ≤ * ≤kπ

In der Arbeit ist der zentrale Grenzwertsatz für Produkte

ζn≡flnζ∏l ζ∏2 ζ∏kll

bewiesen, wobei an positive Konstanten sind.


