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СТАЦИОНАРНОГО ПРОЦЕССАР. Бенткус
§ 1. Обозначения, определенияПусть Ar(r) = { Xk(t) }к=—г, где время t может быть как дискретное, ∕ = 0, ± 1, ... , так и непрерывное, — ∞ <t < оо, — стационарный в широком смысле измеримый случайный процесс. Пусть, далее, Xk(t)eR∖ и ЕX(t)≡0. Через m⅛l. ,,k (tlt ..., tn) обозначим момент и-ого порядка,

mkl,.. кп (G» • • •» fn) = E¾ (t1} ... ⅛(rπ),а через cki... (t1............ tn) — семиинвариант и-ого порядка,
⅛,...t,('ι.............'„)= ∑ (-l),^1(9-l)! ""v,(U ... (/,,).где суммирование ведется по всем неупорядоченным разбиениям v1, ..., vρ, <7=1, и, множества {1, ...,«}, а"⅛('vj) = "⅛1...⅛1 ('a. ∙ ∙ ∙, tjl). если vj = {√1............. jl }⊂{ 1, .. .,n}.Мы будем предполагать, что спектральная функция (с. ф.) Z*⅛l*1(λ) абсолютно непрерывна. Тогда в рассматриваемом случаеWfc1⅛1 (t, 0) = cklkt (t, 0) = f eitλ dFklkt (λ) = ∫ fklkt (λ) eitλ dλ. (1.1) 

Здесь и далее для удобства опускаются пределы интегрирования. Все интегралы с опущенными пределами нужно брать от — π до π в случае дискретного времени г и от - оо до оо в случае непрерывного времени t. Иногда мы будем предполагать, что существует спектральная плотность (с. п.) третьего порядка Λ1⅛1fcs*4(λ1, λ2, λ3), определяемая из равенства
ckiki kikt(jl> ^2» ^3» θ)=

3(λ1, λ2, λ3) exp I i t j λy I tZλ1 d∖% d\$. (1.2)
Функцию ∕⅛1⅛t(λ) мы будем называть с. п. первого порядка или просто с. п. В случае дискретного времени] t, с целью получить более простые записи, все рассматриваемые функции, в том числе и с. п., считаются периодичными с периодом 2π по каждому аргументу.
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В качестве оценки, построенной по выборке {X(t), 0≤t<T} объема Г, для а priori неизвестной с. ф. Fklkt(λ) применяется интеграл
f ψW¾(4*,

где
Г-1 Т-1_1_ 2 e~isιλ Xki (s1) ∑ eis*λXkt (s2) в случае дискретного г, ⅛w=j π 7°

_1_ ∣, e-islλ χkι (jιj ci5i I" e∣st λ χkt(s^ds2 в случае непрерывного t,
О Öа φ(λ) - некоторая ограниченная функция. В данной статье рассматривается асимптотическое поведение при T-> ∞ первых двух моментов от случайных величин(φ) = V Т [ f φ (λ) /*?*,(λ)dλ-E f φ (λ) <>t, (λ) rfλ] 

ζ^.(φ)='∣∕7i[ f φ(λ)7jpt,(λ)dλ- J φ(λ)∕tli,(λ)rfλ].В доказательствах мы постоянно будем пользоваться формулами
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Буквой М обозначается константа, необязательно всюду одна и та же.
§ 2. Формулировка результатовВсюду ниже предполагаетса, что случайный ’ процесс X (t) измеримый и стационарный в широком смысле, EAr(r)≡0, а время г, если нет явных оговорок, может быть как дискретное, так и непрерывное. Все интегралы с опущенными пределами, нужно брать от — π до π, в случае дискретного г, и от — оо до +оо, в случае непрерывного г.

Теорема 2.1. Пусть функция φ(λ) ограничена, ∣φ(λ)∣≤Λ∕<∞, а слу
чайный процесс X(t) такой, что для фиксированного набора (k1, k2), 1≤⅛≤ ≤ г, существует с. п. fk,kt(λ). Тогдаlnn E f φ (λ) (λ) dλ = f φ (λ)∕*, t, (λ) <7λ.

Теорема 2.2. Пусть случайный процесс X(t) такой, что для фиксиро
ванного набора (k1, k2) существует с. п. ∕⅛1Λ,(λ), для которой

2
GklkAp)= (f lfkik,(λ)∣pdλ]p <∞∙
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Пусть, далее, функция φ(λ) имеет ограниченную вариацию, и 
f (φ(λ)∣Jλ<oo. Тогда

1) для 1 < р ≤ 2

∣E f φ(λ) 7fft,(λ) dλ - f φ(λ)Λ1*,(λ)dλ∣ ≤

< Varφ r gj⅛lfe,(P)∙vartP
""^ yi-1/p ’ εT cl 7n-1∕p >

где εr→0 при T→∞ и не зависит от ср;
2) для р>2

Ie f φ(X)C*.(X) dλ-fφ(λ)л.*.(λ) rfλj≤c2 Gtl^-,fpVar9 ;

3) для l∕⅛1jt1(λ)l≤Λf< ∞

∣E∫ φ(λ) 7^,(λ)dλ- f φ(λ)ft,k,(λ)dλ^C3-Λf varφr'°-7'- .

Здесь C1, C2 и C3 — константы, не зависящие от φ и fk,k,-
Из теоремы 2.2 непосредственно вытекает следствие.
Следствие 2.1. Пусть J* ∣ fkl kl (λ) ∣2 tZλ < оо. Тогда

sup ]/ Т ∣E [ φ (λ) Ik^kl (λ) dλ- f φ (λ) fkl kt (λ) dλ I →0 при T→ ∞ , (2.1)
φ I I

где sup берется по всем функциям φ, для которых Var φ ≤ М < ∞ и 
f lφ(λ)∣<7λ< ∞ .

Теорема 2.3. Пусть случайный процесс X(t) такой, что для фиксиро
ванного набора (k1, k2, k3, k&), l≤kj≤r, выполняются условия:

1) с. п. fklki, fktkl, fklki и fktkt существуют, и их модули интегри
руемы с квадратом:

2) Е ∣Xky(∕)[4< ∞, 7=1,4, и для всех tj и t mklktkikl(t +11, ..., t + ti) = 
= mklk,kifc4‰ •••» t4)∖

3) с. п. третьего порядка fk,ktkikt существует,

sup f f lΛ1⅛,Jt.⅛4(α, A-a, β)∣JaJβ<oo, (2.2)
h ∙ j

U

lim f f ∖fklkaktkt(oc, k-a, β) — fkχkikikt(a, -a, β)∣t7aJβ = O, (2.3) 
A→0 j

где sup в (2.2) берется по — π≤A≤π, в случае дискретного времени, и по 
— ∞ <h<∞, в случае непрерывного времени. Тогда для любых ограничен
ных функций φ1 и φ2, I φj∙ (λ) I ≤ М < ∞, имеем

lim e(?i)^4⅛2) = 2π f f <Pι(a)φ2(β) fkiktkiki(‰ -a, β)JatZβ + 
τ→∞ j ∙'

+ 2π ∫ φ1 (a) φ2 (a) fkl kt (a) fkt ki(-a) da +

+ 2π ∫ φ1 (a) φ2 (-a)∕*lfcj (a) fkt kt (- a) da. (2.4)
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Так как ξ⅛I*4 (φ2) = ξ⅛T⅛s (φ2), то из теоремы 2.3 вытекает следствие.Следствие 2.2. При нужным образом измененных условиях теоремы 2.3 имеемlim Eξfft,(φ1)⅛X(φa) =T→αo
= 2π f f φ1 (а) φ2 (β) fklklkikt (а, -а, ß) Ja Jβ ++ 2π J* φ1 (а) φ2 (а) ∕ftl fc, (а) fkt kt ( - a) Ja +
+ 2π f 9ι (а) ψ2 (- а) fkl kl (а) fk, Лэ (- a) Ja. (2.5)

Теорема 2.4. Пусть имеют место условия теоремы 2.2, и пусть до
полнительно существуют с. п. fkχkt и fkiki, модули которых также
интегрируемы с квадратом. Пусть, далее, вариация функции φ ограни
чена и f ∣φ(λ)] Jλ<oo. Тогда lim EζJ^⅛1(φ1) ζ*jt4 (φ2) равняется правой 

j t→∞
стороне равенства (2.4).

Если вместо условий теоремы 2.3 выполнены условия следствия 2.2, 
то lim Е ζijtι(9ι) ζfcIL(92) равняется правой стороне равенства (2.5).

τ→∞В случае дискретного времени условие абсолютной интегрируемости функции φ(λ) в теоремах 2.2, 2.4 и следствии 2.1 следует опустить, так как оно заведомо выполнено, если Var φ < оо.Если время t дискретное, а случайный процесс X(t) линейный, то при некоторых дополнительных условиях с. п. третьего порядка существует, и ΛιΛsΛsjt4(a, —a, β) можно выразить через с. п. первого порядка. Поэтому пределы (2.4) и (2.5) можно упростить. Линейной последовательностью мы называем случайный процесс X(t), представимый в видеда
x(t)≈ 2 <,(s~t) η(∙s)∙

s=-∞где . °°<Ψ) = {0fc(s)}k=-r. ak(s)eR1, ∑ a%(s)<∞,
s=-∞а η (5), j = 0, + 1, ...» — последовательность независимых одинаково распределенных случайных величин, таких что Еη(0) = 0, Eη2(0)=l. На самом деле, из теорем 2.3, 2.4 и следствия 2.2 вытекаетСледствие 2.3. Пусть случайная последовательность X(t) линейная, 

Е η4 (0) < ∞ и с. п. fkk, k = (с. п. первого порядка для линейных про
цессов всегда существуют) интегрируемы с квадратом на [ — π, π]. Тогда 
для любых ограниченных функцийψι и φ2, ! <pj (λ) ] ≤ М < ∞,

и для любого набора

(k1, k2, k3, kl), 1 ≤ kj ≤ г,
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имеем
1⅛ EξΓ*.(4>1)ξ^.('P2)=

Γ→∞
п π

= (Eη4(O)-3) f φl(α)∕tlt. (α)dα f φ2(β)Λ,tl(β) dβ +
—π —π

π
+ 2π ∫ φ1 (a) φ2 (a) fkl kt (a) fkt ka(-a) da+

— Tt

+ 2π ∫ φι(a)φ2(-a)∕fclfc,(a)∕jttfc4(-a) da. (2.6)
—π

lim Eξg,*.(<p1)ξ^*.(4⅛) =
τ→∞

π π

= (Eη4(0)-3) ∫ φ1(a)∕*lfc,(a) da f φ2 (β) ∕t, t, (β) dβ +
—it —it

π

+ 2π ∫ φ1 (a) φ2 (a) ∕kl k, (a) fkt kl(-a) da +
—π

+ 2π f φi (a) φ2 (- a) fkl kt (a) fkt fc, (- a) da. (2.7)
—π

Если кроме того

Var φ7 < ∞, mo lim E ^k∖t(φ1) Z%}kt (φ2) 
τ→∞

также равняется правой стороне (2.6), и

lim Е ζfc3c1(φ1) ζjcjt1(φ2)
T→oo

равняется правой стороне (2.7).
Приведенные выше теоремы являются дальнейшим развитием некото

рых результатов работ} И. А. Ибрагимова [1] и Д. Р. Бриллингера [5]. 
Теоремы 2.1 и 2.2 в случае fc1 = fc2=l доказаны И. А. Ибрагимовым [1]. 
И. А. Ибрагимов [1] доказал и теорему 2.3, но при дополнительных усло
виях, что случайный процесс X(t) гауссовский (тогда Λ1⅛1jtsjt4(λ1, λ2, λ3)≡0), 
k1 = k2 = k3 = k4ι = 1, и функции φ1 и φ2 не имеют разрывов второго рода. 
Случай, когда X(t) — одномерная линейная последовательность, рассмотрен 
И. А. Ибрагимовым и T. Μ. Товстик [2]. Результаты последней работы 
T. Μ. Товстик [3] перенесла на случай непрерывного времени.

Среди других вопросов асимптотику моментов случайной величины 
ζ⅛3tι(φ) рассматривал Д. Р. Бриллингер [5]. В частности, им найден 

lim Φt1(φι) ζA⅛fcΛφ2) при условиях, что случайный процесс X(t) стацио- 
T→ao
нарный в узком смысле, функции φj (а) — индикаторы интервалов [0, λ7∙],



60 P. Бенткус

и при некотором дополнительном условии, накладываемом на семиинварианты. Из этого условия, в частности, следует, что с. п. fkjlkjl и fkiktk3kt существуют, ограничены и равномерно непрерывны.
§ 3. ДоказательстваДоказательство теоремы 2.1. Пусть для определенности время дискретное. Применение формул (1.1) и (1.3) дает

π π πЕ [ φ (λ) Zλ[λ, (λ) Jλ = j*φ(λ)dλ Į" Λ1Ar1(α) Φr(a-λ) d<x,=
—π —π —π

π π

= [ φ(λ)dλ [ fktkt(x + λ) φτ(x) dx,
—π —π

1 2где Фг (х) = ------ — — ядро Фейера. Поскольку
sin8j

π π π

f <P (λ) fkl kt (λ) dλ= f ср (λ) d'K f fkl *1 (λ) Φr (х) dx, —π —π —π
ТО

π πI E f <P(λ) 4P⅛(λ) dλ - f φ(λ)Λl⅛W dλ I ≤
—π —π

≤M∙ f Uf1-f∣∣Φτ(x)dx+Λf. f IIÄ-/II Φτ(x)<fr = 
{∣x∣≤δ0} {lxι≤π}∖{∣xι≤δ0}= *1 + tf2,где IIA-∕II= f ∣fklkt(λ+χ)-∕kikt(*)∣ dκ,

—nТеперь зафиксируем ε>0. Так как sup ∣∣∕x-∕I∣∣0 при δψθ, то можно { 1XI≤δ}подобрать такое δo>0, чтоX1≤Λ∕∙ sup ∣∣∕x-∕∣∣< į .
{∣χ∣≤δ0} zС другой стороны

п

ks≤m-2 f ∣A,*,(λ)∣<∕λ-------l-γ<⅜
-4 τ∙sin∙½ 2при достаточно большом Т.
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В случае непрерывного времени доказательство аналогично, роль ядра Φτ(x) играет ядро

Ψr(x) = 12πT
Теорема доказана.Доказательство теоремы 2.2 аналогично доказательству соответствующей теоремы в случае fc1 = fc2=l (см. [1], § 0, поэтому мы его опускаем.Для доказательства теоремы 2.3 нам понадобятся ядра

и
<м*. У,

. 7,(x+j> + z)sιn~H—-
x+y+z2

1 . Тх
smT

. Ту 
smT

. Tzs,n-2~(2π)3 Т . X sm у sin ⅛ sin∣
1 . Тхsm~2~ • Ту 

sm-r
. Tz smτ(2π)3 Т X

~2
У
2

z
~2

. T(x+^+z)
sιn - ~2. x+j+z sin—2— (3.1)

(3.2)‰(*. У. 2) =

Они являются, как это видно из приведенных ниже лемм 3.1 и 3.2, обобщением на трехмерный случай известных ядер Фейера
Φr(x) = 12πT • я x

sm2^

Ψr(x) = 1 2πTи
Лемма 3.1. Ядро Φr(λ1, λ2, λ3) обладает следующими свойствами:

1) sup f f f I Φτ (λ1, λ2, λ3) I dλl d∖2 dλ2 = Cl< <x>; (3.3)
—ππ

2) f f f Φj, ^2» ⅛) dλz i∕λ3 = 1;—π
3) для каждого ε>0

f f f ' ^2» M' <A1 dλz dλ3 = О{∣λι≤π}∖{∣λ∣≤β)

(3.4)

(3.5)
здесь {∣λ∣≤α} = {(λ1, λ2, λ3): ∣λy∣≤a, 7=1, 2, 3 }.
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Доказательство. Сначала докажем свойство 3. Пусть ε > 0. Тогда

+ ∫∣φτ∣+ f f f ∣φr∣≤
—π —π —π {ε<.∣λaι≤π}

≤ тх
1 

(2π)3 T

∙ 77

f ⅛
-π sm y

. λ sm у ÷(⅛)'так как
" šio
; -

. 77sm-2-

. λ sm g-

Tππ I sin ZZ. I 2-∠L∣Jλ = π [ ∣-^∣Jα, = O(l∏T)∙ 
i. i-π i 7⅛

2Таким образом свойство 3 доказано.Свойство 1 вытекает из свойства 3 и того, что
π
3^

[ [f ∣Φr(λι> λ2, λ3) Į dλ1 dλ2 Jλ3 ≤ ^2π)3 * (^2 ) x
3

× fff
π
3

⅛
2

λ≡
2

T,
2

Γ(λ1 + λ2÷λ3)
2 

λι 4^ λ3 4* λ3
2

d"K.-± t∕λ2 d∖3 —

sin (a1 + a2 + a3) 
a1 + a2+a3

sin a1 sin a2 sin a3
ai a2 a3

dac1 dct2 da3 ≤

— ∞

sin a1 sin a2 sin a3 
a1 a2 a3

sin (<x1+¾2+oc3) 
a1+a2+a3 da1 da2 d<x,3 < co.

Сходимость последнего интеграла можно установить с помощью простых вычислений.Свойство 2 легко получается, если применить к Φr (λ1, λ2, λ3) формулу (1.3) и затем вычислить тройной интеграл.Лемма доказана.



Об ошибке оценки спектральной функции 63Лемма 3.2. Ядро Ψτ (λ1, λ2, λ3) обладает следующими свойствами:

1) sup [ [f ∣ψτ(λ1, λ2, λ3)∣<∕λ1rfλ2dλ3 = C2<∞j
— ао

2) ∣" ∣, ∣, 1Iy,τ(λι, λ2, λ3) iZλ1 tZλ2 fZλ3 = 1 't
(3.6)
(3.7)

3) для каждого ε>0lim f f [ Į Ψτ (λ1, λ2, λ3) Į Jλ1 dλ2 dλ3 = О,r^*°0 Λ3∖{Jλl≤ε}
здесь { ∣λ∣≤ε} = {(λ1, λ2, λ3): jλy Į≤ε, j= 1, 2, 3 }.Доказательство. Свойство 1 следует из равенства

(3.8)

Jλ1 d^k2 Jλ3 =∞ Tλ1 Т λ2 7,λ3 . T(λ1+λs+λ3)1 fff sl∏ 2 suι 2 2 sm 2(2π)3 T J J J λj λ2 λ3 λι+λ2 + λ3
— оо "2 ^2 ~2 2

1 Г Г Г i sin <¾ι sin ¾8 sin α3 π3 J J J I a1 a2 a3
— 00

sin (a1 + o⅛ + a3) a1 + a2 + a3 da,1 d(x,2d<x,3 = C2< ∞.

Докажем теперь свойство 2. Для каждого δ>0 имеем
А (Г, >>≈1⅛.W

— оо

-∣δ*(χ}+χ5+χ≈)
е * dx1 dx2 dx3 ×

т× J f f ∕ exP { ~ itι xι - it2 x2 - it3 x3 + ⅛4 Ul + x2 + x3)} dt1 dt2 dt3 dti = ‘о
1- (2π)3T ∫∫∫∫⅛...⅛∏ ∫

О j=l — со

-у δ2x7≡ + ∕¾∙(r4→j) 
е z dxj =

О ;=1 -∞

≤-(2⅛(iW ∕ (VW⅛=i∙
ОТак как для каждого фиксированного Т>0 и для почти всех ∕4∈[0, Т)

т (tt-tjy

'V⅛δ' f e 2S> λ^1 при δ^°,
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то Л (Т, δ)f 1 при δψθ. С другой стороны, в силу (1.4) и (3.6), имеем 

lim Л(Т, δ)= ∫ [ f Ψr(x1, x2, x3) dx1dx2dx3,

что и заканчивает доказательство свойства 2.
Свойство 3 вытекает из тождества

[ff I ψτ (λι, λ2, λ3 ( dλ1dλ2dλ3 =
Λ1∖{fλ∣≤ε}

sin α3 
as

sin (a1+a8÷a8)
a1 + o⅛ + a8 doc1doc2doc3.

Лемма доказана.
Теорема 2.3 является прямым следствием приведенных ниже лемм 3.3, 

3.4 и 3.5.
Лемма 3.3. Пусть выполняются условия теоремы 2.3. Тогда в случае 

дискретного времени имеем

e¾>) ¾⅛,*t W = 2π ff φι(a)φ2(β)^β ×
—π

π
X ff f fklk3k3kl (a + x1, — a + x2, β + x3)Φr(x1, x2, x3) dx1 dx2 dx3 +

π π
+ 2π f φ1(a)iZa fff φ2(-a-x1-⅞)Λlt,(a + xι)fk3kA~ a + xz)×

—π — π

π π
× φr (-xi> x2, хз) dxι dx2 dx3 + 2π f φ1 (a) doc f f φ2 (a - x2 - x3) ×

—π —π

×fkl kt (a + x1)fki k3 (- a + x2) Φr (x1, x2, x3) dx1 dx2 dx3. (3.9)

В случае непрерывного времени верна формула, аналогичная формуле (3.9), 
с той разницей, что вместо ядра Φr(x1, x2, χ3) стоит ядро Ψr(x1, x2, *з). 
а интегралы берутся от -∞ до + ∞.

Доказательство. Пусть время дискретное. Тогда

f<7∙> = Eξ^,(φ1)ξ^t.(φ2) =
π

= τ. f f φl (a) φ2 (β) [Е /Д (a) C*. (ß) - E Л?*, (a) • E I&. (β)] da dß =
—π

π T-I
= -jtc18-γ f f <Pι(a)φ2(β) 2 tmkιktkikASl, S2, S3, S4) -mklk3(s1, S2) ×

—π s.—Q
1≤J≤4

× ntk3 kt (s3, s4)] exp { — ⅛1 a + ⅛2 a - is3 ß + w4 ß } doc dß.
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Но,
Mlkl kt k3 kt (⅛ ∙⅝> ∙⅛* ⅜) = Ckι kt k3 kt (jj,> ∙⅛> *⅛> ¾) 4“ W∙kl kt (¾> ∙⅛) lttk3 kl (∙⅛> ∙^4) 4" 
+ mkl k3 (s1, s3) mki ki (s2, ⅛) + wjtl л4 (¾, s4) w⅛1 л, (⅞, ⅞),

поэтому, учитывая (1.1), (1.2), (1.3) и (3.1), имеем
π Т-1 π

r'r'=4⅛r ∫f 'f,ι<α)'MW Σ [ ∫∫J /*.*.*.*. (jc∙ У- z)×
—π s =0 — π

l≤√≤0

× exp { i(s1-s4) x + i(s2-Si)y + i(s3-si) z} dxdy dz +
π π

+ J fktka(x)exp{i(s1-s3)x}dx f fk,kt(y) exp {i(s2-sjy} dy +
—π —π

π π
+ f fklkAx)e×P{i(sι~Sι)x}dx f Λ3fcs0>)exp{∕(¾-¾)^} ⅛>]×

—rt — r.
× exp { — i s1 a + i s2 v. — i 1y3β + i s4 β } da. dβ =

= 2πff φ1(α)φ2(β)dα,dβ f f f fklkskakt(x> У* *)×
—π —π

x Φr (x — a, y + a, z — β) dx dy dz +

+ 2π J φ1(α)dα fff φ2(β)Λ,⅛, W∕t,*.G') X
-π —π

× Φr (x — a, y + a, - x - β) dx dy dβ +

+ 2π f φ1(a)Ja f f f φ2 (β) fkl ki (×) fka k, (y) ×
—π —π

x Φr (x — a, y + a, -y-β)dxdydβ.

Отсюда, сделав замену переменных, получаем (3.9). Доказательство в слу
чае непрерывного времени ничем не отличается от только что приведенно
го. Лемма доказана.

Введем следующие обозначения:

hj = A∫l} x1 + А}2) х2 + А(у3) x3, где hįk} е R1, j = 1, 2, 3,

Λ(φ, ∕. g, Φr) = ff f φ(a + Λι)∕(a + Λ2) g(a + Λ3)×
—n

× Φr (x1, x2, x3) dx1 dx2 dx3,
и

∞
Λ(ψ. f, g. ‰)= J J f φ(a + A1)f(a + A2)g(a + ha) x

— ∞
X Ψr (x1, x2, x3) dx1 dx2 dx3.

Тогда верна следующая лемма.

5. Lietuvos matematikos rinkinys, XI1-1
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Лемма 3.4. Пусть модули функций fug интегрируемы с квадратом 
на [— π, π], а функция φ ограничена, ∣φ(α)∣≤Λf<∞. Пусть, далее, f, g 
и φ периодичны с периодом 2π. Тогдаlim f I А (φ, f, g, Φr)-φ(a)∕(a)g(a)∣ t∕a = O. (3.10)

τ→∞ j—π

Если модули функций fug интегрируемы с квадратом на R1, а ιφ(a)!≤ 
≤ М < ∞, тоlim [ I А (φ, f g, Ψr)-φ(a)∕(a)g(a)∣ Ja = O. (3.11)

τ→∞ ∙'—∞Доказательство. Докажем только равенство (3.10), так как равенство (3.11) доказывается аналогично. В силу (3.4) имеемφ(a)∕(a)g(a)= f f f φ(a)∕(a) g (a) Φr(x1, x2, x3) dx1 dx2 dx3,
-πпоэтому f M(φ, f, g, Φτ)-φ(a)∕(a)g(a)∣t7a≤—π

≤ f da ff f lφ(a + A1)∕(a + A2)g(a + Λ3)-φ(a)∕(a)g(a)!×
—π — π

×∣Φτ(x1, ⅛ x3)∣dx1dx3dx3 = f f f llφtιfhgh-φfg',l-lΦτ∣dx+
{ I X 1 ≤ δβ}+ /// ∣∣941Λ,5a,-<R∕⅛H-!φt∣^=^i + ^2.

{ I X l≤π } ∖ { I X∙∣≤δβ }где
f ∣9(a + W(a + A2)g(a + Λ3)-φ(a)∕(a)g(a)√a.

—πДалее имеем∣∣φ∕g-¾,Λ,¾∣l≤ f ∣φ-φ⅛l∙i∕5∣rfa+ f ∣∕-∕√∙'¾,s!rfa+
—π —π

+ f ∖g~glti∖∙∖‰fht∖da.^2M f [∕g-7V(a)]√a +
+ ^-li9-9Ajl + M||gii£/|l/-/AJ!£i+ii/.|[/|i£i.|ig-gA>il^ (3∙12>где

π JjV(a)=min{ jV, ∣g(a)∕(a) ∣ },. ]∣g∣∣Lt = ( f lg(a)lMaj2.
Теперь зафиксируем ε>0. Из (3.12) видно, чтоsuP И¾Ai ¾-<P-feИI 0 ПРИ δ °’

{∣x∣≤δ} ", ",
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поэтому, учитывая (3.3), можем подобрать такое 8o>O, что X1≤c1. Slip l∣φ ∕ g4-φ∕g∣∣<-^ .
{∣x∣≤δo}С другой стороны, в силу (3.5) имеемXa≤2M.∣∣∕∣∣χι∣∣g∣∣xι • fff х

{ I х ∣≤π}∖ {∣ х l≤δ0}× I Φτ (x1, x2, x3) 1 dx1 dx2 dx3 <при достаточно большом Г. Лемма доказана.Для заданной функции трех переменных f(x1, x2, х3) введем обозначения
π

B(f> φτ) = f f f ∕(α + *ι. -α + *2> β + ¾)φr(⅞⅞ x3)dx1dx2dx3,
—тс

B(f> ψτ) = ∫f f ∕(a + *ι. -a + x2> ^ + x3)xVτ(xlt x2, x3)dx1dx2dx3.
— aoТогда верна такая лемма.Лемма 3.5. Пусть для функции f(xlt x2, х3) выполнены условия:1) f{χiτ χzτ *з) периодична с периодом 2π по каждому аргументу;

ТС2) f f f l∕(x1, x2, x2) 1 dx1 dx2 dx3<∞∖
—ТС

(3.13)
3) sup f f 1 /(a, h — a, β) ∣ <Zadβ = C3 < ∞; -π≤A≤π j j

—tc

(3.14)
4) lim f f ∣∕(a, A —a, β)-/(a, —a, β)∣<7aJβ = O. A→0 —π (3.15)

Тогда

lim f f įB(f, Φτ)-∕(a, -a, β) 1 <Za<Zβ = 0. 
τ→∞ j j

—TC

(3.16)
Если модуль функции f(x1, x2, x3) интегрируем в А3, а 
полнены в Rz (sup берется по — оо <А< оо), то

(3.14) u (3.15) вы-

lim f f ∣B(f, Ψτ)-f(a, -a, β)∣<∕arfβ = 0. 
τ→∞ j j

— CD

(3.17)
Доказательство. Мы опять докажем только (3.17) доказывается аналогично.В силу (3.4) имеем (3.16). Равенство

ТС

f (а, — а, β) = f f ∫ /(a, -a, β) Φτ(x1, x2, x3) dxldx2dx3,
—ТС

5*
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поэтому
f f ∣5(∕. Φτ)-∕(α. -α. β)l<⅛4>≤

—π

≤ f f d<x.dį> fff ∣∕(a + x1, -a + x2, β + x3)-∕(a, -a, β)∣×
—π —π

×iΦτ∣dx1dx2dx3 = fff ∣∣∕x-∕∣j∙∣ Φτ[t∕x +
{∣χ∣≤δ0}

+ fff Vx-f∣∙iΦτ∣dx = K1 + K2,
{ I -V ∣≤π }∖ { I X i ≤δ0}где I∣Λ-∕H = f f i∕(a + *ι> -a + x2, β + x3)-/(a, -a, β)∣<ZaJβ≤

—π

≤ f f lf(y. Xι + x1-y, z)-f (y, -y, z)∖dydz +
—π

+ f f ∣≠<a + xi' -a~xι> β + *3)-∕(<*, ~a» β)l^a<∕β. (3.18)
—πТеперь зафиксируем ε>0. Из (3.15) и (3.18) видно, чтоsup li∕χ-∕∣∣lθ при 8 j О,

{ I X ∣≤δ}поэтому, учитывая (3.3), можем подобрать такое δ∪>0, что tf1≤C1∙ sup ∣∣∕x-/|| <| .
{∣χ∣≤δ0} 2с другой стороны в силу (3.5) и (3.14)∕C2≤2C3∙ f f f Φr(λn x2, x3)dx1dx2dx3<~

{ i х l≤π}∖{ ∣ X ∣≤δo}при достаточно большом Т. Лемма доказана.Доказательство теоремы 2.4. Первое утверждение теоремы вытекает из (2.1) и из равенства
⅛) ≈¾, ⅛*> - e¾, ы (фз)== l∕r[∫ φ1(λ)Λlfcs(λ)dλ-E f φ1(λ)∕∞s(λ)rfλ]×× У Т [∫ φ2 (λ)Λ, *. (λ) rfλ- E f φ2 (λ) ∕∞ ι (λ) rfλ] .

Второе утверждение вытекает, например, из первого и того, что w=¾<⅛∙Теорема доказана.
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Доказательство следствия 2.3. Линейная последовательность X(t) стационарна в узком смысле, ряды
-*»W= ∑ ak(s-t)∙η(s), fc=l,r,

$= — 00сходятся в среднем квадратичном, и EXfc(f)≡θ∙ Далее, для любого набора 
(kι, k2) имеем

mklkt(t> 0)= ∑ akχ(s-t)aki(s) = -^ f φkl(λ)eitλφkl(λ)dλ, (3.19)
s=-∞ —πгде

<Pkj <λ)= Σ a^j (∙y) e'sλ∙ Φ*χ (λ) e"λ = ∑ α*∣ (s ~1) eisλ∙ (3∙20)
$=—00 5— — ооИз (3.19) и (3.20) видно, что для любой линейной последовательностиAl kt (λ) = 2“ (λ) 4>kt (λ) = į φ*l (λ) φfe. ( — λ) (3.21)и IÄ1 kt (λ) I2 =fk1 k1 Wfk. k, (λ)∙Зафиксируем теперь набор (k1, k2, k3, ki). Мы покажем, что если дополнительно Eη4 (0) < ∞, то

fk1 к, k3 kt (λi, λ2, λ3) = 7j(2π)3---Φ*1 (^,1) Φ*s (⅛) <P*s (^3) Φ*4 (λl + λ2 + λ3). (3.22)
На самом деле, последовательность

∑ ⅝(j-<)η(⅛ w=θ. 1. 2..............
s=-Nфундаментальна в пространстве L4. Поэтому она сходится в метрике пространства £4, иЕ :X,(z)|‘ = || 2t(0∣ll∙= ∣>m

N→∞

N

∑ ak(s-∕)η(s)
s=-N

4

L*

= (Eη4(0)-3) 2 ⅛ω+3[ ∑ ⅛(1)]2<∞.
s=-∞ s=-∞Учитывая последнее обстоятельство, имеем

N NΣ akl(s1-t1)τ∣(s1)... 2 ¾<⅛-⅛η⅛)] =
si=-N si = -M= E¾(∕1) ... Xi,(ιt),
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поэтому
A1 Λj Λ4 (Ą> G» ^3> ^4) =
®

= ∑ ¾ (∙sι - Ą) Qki (s2 -t2) ak3 (s3 - /3) akt (s4 -t4) Eη (s1) η (1y2) η (⅞) η (⅛) =

= (Eη4 (θ) - З) £ akl (s -11) aks (s -t2) akt (s -13) aki (s -14) +

∞ ®
+ Σ ^,(51-rι)flΛs(5ι-r2) 2 ak3(s2-t3)akt(s2-t4) + '

+ ∑ o*l (*1 - h). ak3 (s1 -13) 2 fl*≈ (∙y2 - h) akt (s2 -14) + ;
5i=-∞ st=-∞

+ Σ aks (s2 ~ ⅞) ak3 (S2 ~ ⅛)∙ (3.23)
5l = — ® s.= — ®

Из (3.19) и (3.23) видно, что

Cki kt k3 ki (G» ^2» G> θ) =
∞

= (Eη4 (0) - З) ∑ akl (s - r1) akz \s -12) ak3 (s -t3) aki (s - t J.
s=-∞

Отсюда, учитывая (3.20), аналог равенства Парсеваля и (1.2), получаем 
(3.22).

Учитывая сказанное выше и условие, что с. п. fkk, k=∖, г, интегри
руемы с квадратом на [ —π, π], легко показать, что для любого набора 
(fc1, k2, k3, k4) выполнены условия теорем 2.3 и 2.4. Отсюда и из равенства

Л. ь.к. к. («, - β)= Е71-2(°)~3 Л, *, (α)∕t, 4, (β)

вытекают все утверждения следствия 2.3. Доказательство закончено.
Автор глубоко благодарен В. А. Статулявичусу и И. А. Ибрагимову 
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APIE STACIONARAUS PROCESO SPEKTRINĖS FUNKCIJOS ĮVERTINIMO PAKLAIDĄR. Bentkus
Reziume)Darbe nagrinėjama daugiamačio stacionaraus proceso spektrinės funkcijos įvertinimo paklaidos pirmųjų dviejų momentų asimptotika, kai prabos tūris neaprėžtai didėja. Teoremų są- ygos formuluojamos pirmos ir trečios eilės spektriniams tankiams.

ON THE ERROR OF THE ESTIMATE OF THE SPECTRAL FUNCTION OF A STATIONARY 
PROCESSR. Bentkus
Summary)Let X(t)={Xk (0}jfe- j-r~ be a zero mean measurable stationary random process with real- valued components. Given the sample {X(t), 0 ≤ t< T}, the integral ∣* φ (λ) (λ) Jλ is used asan estimate for the spectral function Fkl kt (λ) supposed to be absolutely continuous, T7⅛lfcl(λ)= =Aι fcs (λ)> where φ (λ) is some bounded function, I^k (λ)]- the second-order periodogram and the range of integration is —π≤ λ≤π in the discrete time case and — ∞ < λ< ∞ in the continuous case. The paper considers asymptotic behaviour, when T→∞ of the first- and second-order moments of the random variablesC*.<'P>=l'z7∙[∫ φ(λ)4[,tj(λ)A-E∫ φ(λ)⅛P4t(λ) A] and ¾,⅛)-Vr[f φ(λ)∕∞Jλ)A- J φ(λ)Λ,*,(λ) A]

under the assumptions on the first- and third-order spectral densities.




