
LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS
ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИКXII 1

1972

УДК 517.432.1

ОБ ОСОБЫХ ТОЧКАХ ФУНКЦИЙ, 
ПРЕДСТАВИМЫХ РЯДАМИ ТЕЙЛОРА—ДИРИХЛЕВ. И. КоновБудем предполагать, что

f(z)= ∑
л = 1

r'n"e~λ"z,

числа или нули, λn>0где тп — натуральные 1п л n hm ——=0. Λ→OO λBОбозначим через М { ½∙ j. Для каждого 
где Ar (р, α)= lim 

k→∞

множество предельных точек последовательности конечного p∈Λ∕ определим число к (p) = lim к (p, а), <x→0 to i ank I
—» a {nk} — последовательность всех натуральных λ"jtчисел, для которых —— ∈[p-а, р + а]. Пусть для любого p(p=l, 2, 3, ...) 

mπk{h⅛0} — последовательность натуральных чисел такая, что
Λfcp) Г a i α 1 

n⅛> elp-7, p+7rВыберем из последовательности {n⅛,y} подпоследовательность {⅛0} так, чтобы tal⅛>llim
k→∞ λ⅛,Тогда для всякого ε>0 существует такой номер q<p∖ что 

рln i 1fe(p> f)--Pl- <7 (р=1. 2, 3, ...)
ξ p 1 ^q<p} p

кри, следовательно, последовательность {qjcpj} обладает следующими свойст- 
κpвами:

(2>
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В случае, если lim — = оо, возьмем любое г>0 и определим число 
∏→∞ m∣t

kao= lim kr, где kr= lim —į-— , а последовательность {wjk} такова, что 
r→oo k→∞ ^nk

--'≥r. Легко убедиться, что рассуждения, аналогичные приведенным вы- 
т”к

ше, позволяют построить последовательность { q<A } такую, что
кр

∖(p) ln 1 aq^ 1

lim —— = oo, lim —~kp =k00.
P→∞ mafP> P-→∞ ∖<P)

P P

Выберем из последовательности {Х^} такую подпоследовательность {λπ }, 
кр Р

что

lim = ∞∙ (3)
p→∞

Будем предполагать теперь, что2 (mk + ι)

τ= lim .--------< ∞
^n

(τ — верхняя плотность последовательности {λn} с учетом того, что член 
λn имеет кратность mn +1) иγ=⅛⅛ln∣7s⅛-H00∙
где bω=Π(ι-⅞Γ

л=1 П

(γ — индекс конденсации последовательности {λn} с учетом кратности ее 
членов). Построим целую функцию экспоненциального типа φ(z) удовлетво
ряющую условиям:

φ'(λ∏)=φ'z(λn)= ∙∙∙ =φtm",(λπ) = o, («=1, 2, з, ...), 
φ(λπ)=l, n = np∖ φ(λn) = O, n≠np.

Из теоремы, доказанной Г. П. Лапиным [1] и равенств (4) следует, что 
функцию φ(z), удовлетворяющую условия (4), можно найти среди функций 
не выше первого порядка и типа πτ + γ+, где γ+=max{γ, 0}. Из теоремы 
Крамера для рядов Тейлора —Дирихле [2] следует, что если G — область 
голоморфности функции f (z), а φ (z) — целая функция, растущая не быс
трее, чем функция первого порядка и типа σ, то функция

ω = ∑ ¾[zm" <P (X.) - ( 7 ) z""-l φ' (х„) + . • • + ( - 1)”” φ<m"> (X.)] e~λ^z 
л=1

голоморфна в области (7σ, которую мы получим, если выбросим из области 
G все круги радиуса σ с центром в граничных точках области G.
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В рассматриваемом случае σ≤πτ + γ+ и в силу (4)
ос∙f(z)= Σ anp""fe Х"р! ■ (5)

р=1Из [4] известно, что множество, на котором ряд (1) сходится абсолютно и во внешних точках которого он расходится, состоит из точек, удовлетворяющих следующему неравенству при любом конечном p∈Λf.∙
I z : <eP k-л (Р) 1и кроме того неравенству x>ko0. Пусть ∑0 — граничная точка области сходимости ряда (1). В любой e-окрестности этой точки имеются точки кривых j z' <е₽1х_Л(₽)1, p∈M. Предположим, что каково бы ни было ε>0j среди этих кривых имеется хотя бы одна, для которой p≠0 (условие А). Для этого р построим: последовательность удовлетворяющую условия (2), последовательность {Хя₽}, удовлетворяющую условию (3), функцию φ(z), удовлетворяющую условия (4) и ряд (5). Из [3] следует, что в любой е-окрестности точки z0 имеется по крайней мере одна граничная точка области сходимости ряда (5). В силу (3), все точки на границе области сходимости ряда (5) — особые для F(z) (см. [4]), поэтому из теоремы Крамера для рядов Тейлора — Дирихле [2] следует, что в замкнутом круге радиуса πτ + γ+ + ε с центром в точке z0 имеется по крайней мере одна особая точка функции f (z). Таким образом, если выполнено условие А и τ<oo, γ<oo, мы доказали следующую теорему.Теорема. В каждом замкнутом круге радиуса πτ + γ+ с центром в 

топке, лежащей на границе области сходимости ряда (1) имеется по 
крайней мере одна особая точка функции f (z), определяемой рядом (1).Замечание. Условие А заведомо выполнено, если 0 ф М.В заключение приведем следующий достаточный признак конечности числа γ.Лемма. Пусть последовательности {λn} и {mn} таковы, что:

п∑ <mfc+D1) lim *=1 -------- = τ < оо;
n→∞ λΛ2) существует конечный или бесконечный пределlim =р/0;
n→x>3) существуют такие K2>0, K1 > 0 и α> 1, чтоA2αn>λn+1-λn>X1α" для всех п.

Тогда функция

1<2>-∏ ('-⅞Γ*'
k =1 κ
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удовлетворяет условию'.lim In I
n→x ^n I

L(^+1)(λπ) |_Y<°°’

причем если τ = 0, то и γ+ = 0.Доказательство. Из того, что τ<oo, следует, что функция L(z)- первого порядка и типа πτ, поэтому для любых положительных ε>0 и η > 0 неравенство ∣L(z) ∣ >e^"<πτ+ε>2Я, где H=H(η) зависит только от η, имеет место во всем круге Į z ∣ ≤R при R>R1(ε), за исключением, быть может, точек, лежащих в исключительных кружках с суммой радиусов, не превосходящих 4ηΛ [6]. Можно считать, что все исключительные кружки содержат нули L (z).Обозначим через сп — исключительный кружок, содержащий λn. Фиксируем η<^ (1 — а)’ где ^=maχ{λn ^2}» тогда сумма диаметров исключительных кружков, попавших в круг ∣z∣≤λn, не превосходит 8ηλn, но
8ηλn < К1К 

d

K1 [λl+∕G α(α"-i-1) j ( a—1 j

d <

*1(a"~1-l)
a <A1an-1<λn-и, следовательно, исключительные кружки cn не пересекаются и сущест вует неограниченно возрастающая последовательнось {/?„}, обладающая тем свойством, что во всяком кольце Λπ,1≤∣z∣≤jRπ лежит лишь один исключительный кружок cπ. Окружность исключительного кружка сн и 

z — Rπ не пересекаются, следовательно, An = λπ + Θ(λn+1-λn), где O<Θ<1, но
x..,-⅛<¾1-∕..-..(V)<⅛⅛i'-(⅛)<

где ∕ = min{λ1, Ä\},поэтому Λn<λ, (l.+ -^) = Λλ,.
Рассмотрим функцию

φnω=
(z-λ,,Γn+1 

L(z)Φn (z) — аналитическая функция в сп, т. к. исключительные кружки сп не пересекаются. Для достаточно больших п, таких что Rn > R1 (ε), на окружности круга сп будем иметь
φ11ωi=i (r-λZ"÷1

L И
< Хтп+1ен <πτ+e> ∙ 3Rf> < λm,,+1 ен <πτ+ε> sz,4
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Из принципа максимума модуля следует, что неравенство будет иметь мес
то и внутри с„, в частности, в точке z = λn, следовательно,

γ,-l fz~rfχi I <λ7"+1ew<'"+=>∙aλ",I b« l1-⅛ "

где В = 2А, но (см. [5])

÷ •“ IАI •λn I mnl Iγ= lim
n→oo

поэтому

[⅛^÷v+⅛÷*<πτ+ε>]= -^- + y + B(πτ + ε).

Если τ→0, τop→oo, и тогда γ≤Bε. Покажем дополнительно, что при 
некоторых условиях, если τ = 0, величина γ не может быть отрицательна. 
С этой целью, основываясь на лемме 3 из [1], запишем неравенство 

h=⅛H<*"l,i∙

при z = λn, n>n0. Отсюда
I i √7,n+1 I(z λ∏)-------  i e-εlλn

Гл I l(z) U∕e •

Предположим, что

lim ™л ln ™п = 0, тогда lim In - - = О,
λ∏ ∏→oo ,ПП

U-λn),

следовательно γ> — ε1.
Лемма полностью доказана.
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TEILORO—DΠUCHLE EILUTĖS PAVIENIŲ TAŠKŲ KLAUSIMU

V. Konovas

Reziumė)

Darbe nagrinėjame Teiloro—Dirichle eilutę
00

Σ M*'e^4 (I)
n = l
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kurioje mn yra neneigiami skaičiai ir

λπ>0, lim = 0.
n→∞ λn

Randame skaičių R, priklausantį nuo { λn} ir {mπ} ir turintį šitokią savybę: 
bet kuriame skritulyje, kurio spindulys lygus R ir centras yra (1) eilutės konvergavimo sri∙ 

ies ribinis taškas, yra bent vienas (1) eilutės sumos pavienis taškas.

SUR LES POINTS SINGULARS DES FONCΠONS RĖPRĖSENTĖES
PAR LES SERIES DE TAYLOR-DIRICHLET

V. Konov

{Resume)

On considėre dans cet article les series de Taylor—Dirichlet
00

∑ anzn"e-^. (1)
n=l

oil mn sont des nombres reels ou des zeros

λn>0, lim — = 0.
∏→∞ λπ

On trouve un nombre R, dependant des suites { λπ} et {mn} tel que dans tout le disque fermė 
de rayon R dont le centre ėst situė sur la frontiėre du domaine de la convergence de la sėrie (1) il 
у a au moins un point singulier de la somme de la sėrie considerėe.


