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ОБ ОЦЕНКЕ СПЕКТРА КВАНТОВАННОГО ПО УРОВНЮ 
ГАУССОВСКОГО СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССАВ. Г. АлексеевВлияние квантования случайного процесса по уровню на его статистические свойства исследовалось с различных точек зрения в работах [1 —6] (см. также Корн [7], гл. 6; Левин [8], § 7.4; Дёч [9], § 8.4). В настоящей заметке мы исследуем смещение оценок спектральной плотности случайного процесса с учетом ошибок, возникающих из-за квантования по уровню его значений. Предположим, что рассматриваемый случайный процесс xk, к=\, 2, ..., является гауссовским стационарным случайным процессом со средним О и спектральной плотностью ∕(λ), являющейся функцией из класса Lipa, где ± <a≤ 1. Пусть далее

rj≈Mxkxk+j≈ ∫ cosjλ∕(λ)dλ, J=0, 1, 2, (1)
<τ2=r0, w (х) (-ao<χ<oo) — произвольная неотрицательная функция такая, что

ф (2)
— ∞и bn — последовательность положительных чисел такая, что

В качестве оценки величины ∕(λ0), где ∣λ0∣<π, по значениям xkΛ=t,2, исследуемого случайного процесса, рассмотрим квадратичную форму
л (3)где ⅛(Φ.) = ¾ ∫ e"*->>λφ,(λj‰)rfλ, (4)

а функция φn (X; λ0), называемая весовой функцией оценки, определяется соотношением<Р» (×'. λo) = -į {*, [fc. (λo - λ)] + H, [*, (‰ + λ)]∣. (5)
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Оценки вида (3) многократно изучались в статистической литературе (см., например, работы [10—13], в которых исследуются статистические свойства таких оценок). Предположим теперь, что процесс xk подвергается квантованию по уровню с интервалом группировки qy так что
xfk = mq, если (w-^)^≤xk<(w+'∣)g, 

где m = 0, +1, +2, ... Пустьry = Mx‰ y = 0, 1, 2, .... (6)и ∕S(4)=⅛ ∑ M%)*°4∙ (7)
1.4=1Нас интересует разность M∕θ (λ0)-∕(λ0), которую представим в видеМ/J (λ0) -∕(⅞) = М [fπ (λ0) -∕(λ0)] + M [/S (λ0) -fπ (λ0)]. (8)Предположим, что величина (^∕σ)2, называемая глубиной квантования, много меньше единицы. Первое слагаемое в правой части (8), которое мы обозначим через εn, согласно [13]:

(9)
Перейдем к вычислению второго слагаемого в правой части (8). В соответствии с (1), (3), (6) и (7)М [Л (λo) ~fn (λ0)] = hn (φπ) - r0) + ε (л, q), где

л-1≡('>. 9) = 2 2 hl,l+j (φn)(rj-o).
7-1 ■ ,

(10)
(11)

Согласно (4) и известным результатам, относящимся к группировке гауссовских случайных величин (см., например, Корн [7], § 6.11; Крамер [14],. § 27.9), A∏(φ1,)('o~'∙o)= 24i f ⅛(λl K)dλ + o(qp), (12)
где р — любое натуральное число.Пользуясь соотношениями (2) и (5), нетрудно показать, что

∫ φ,(λj λ0)Λ=ι+o(⅛-η.
Поэтому из (12) следует*11 (<₽„) (<0 - <-o) = ⅛ + О (b;*) + о (q"). (13)
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Далее в соответствии с (2), (4), (5) и (11)
л—1∣ε(n. 9)1 ≤⅛ 2 ∣r°-0∣∙ (14)
i-ιПользуясь теперь формулой (1) работы [6], можно показать, чтоl'∙°-'7∣<¾∣'>∣> (15)где cj=o(qp) при любом натуральном р равномерно по j при ∣rj∙∣≤r<σ2. В качестве г может быть принята, например, величина sup ∣ rj |. Из предпо- √≥ιложения ∕(λ)∈Lipα, где a>-j, следует (см., например, Бари [15], гл. II, § 3), что

00∑ ∣o∣<°°∙
7-1Поэтому из (14) и (15) вытекаетε(w, q) = o(qp) (16)равномерно по п при любом натуральном р.Сопоставляя теперь (8), (9), (10), (13) и (16), приходим к следующему результату:M∕!>(λ.)-∕(λ.)-^∙+¾+o(9'). (17)где р — любое натуральное число, а величина εn определяется соотношением (9).Перейдем к рассмотрению смещенного (нецентрированного) квантования, определяемого соотношениемxj = (w + θ)^, если (w + θ- xfc<( m + θ+ у)?,где 0< ] θ l<'j∙ В этом случаеrJ = MxM+j = Cov(⅛ ⅛j) + (MxJ)2и из соотношений (10) —(11) вместо (17) последует

π • slλM∕S(λ0)-∕(λβ)=-⅛ + ε, + θ⅛<-) + (M4)≡^- fs12φ,,(λjλ0)Λ, (18)
" -π sin8 2где, как и ранее, р — любое натуральное число, а величина εn определяется соотношением (9). Из формулы (3) работы [5] легко следует (см. также Крамер [14], § 27.9), что (Mj⅛)2=o (qp) при любом натуральном р, но при фиксированном q последнее слагаемое в правой части (18) может в некоторых случаях неограниченно возрастать с ростом п.Такое явление может иметь место, прежде всего, при λo=O. Можно, однако, с помощью очень простых оценок показать, что, если следовать рекомендациям работы [15] относительно выбора последовательности bn и, кроме
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того, выбрать фунцию w (х) так, чтобы она обращалась в нуль при | х | <с, 
где с> 0, то множитель

, " sin∙⅞
2⅛ f туг tP-(λ- °)rfλ

-π Sin’ 2

в последнем слагаемом правой части (18) будет стремиться к нулю при n→ ∞. 
При этом для смещения оценки ∕θ(0), как и в случае несмещенного кван
тования, будет справедлива формула (17).

Автор искренне благодарен А. Μ. Яглому за внимание к настоящей ра
боте.
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APIE ATSITIKTINIO GAUSO PROCESO SPEKTRO, .
KVANTUOTO PAGAL LYGMENĮ, ĮVERTINIMĄ

A. Aleksejevas

(Reziumė)
Nagrinėjami stacionaraus Gauso proceso x*, k=l, 2, ..., kurio vidurkis 0 ir dispersija σa, 

spektrinio tankio įvertinimai. Tiriamas įvertinimų poslinkis, kvantuojant procesą x∣c pagal lygmenį.
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Esant prielaidai, kad kvantavimo žingsnis q yra mažas, lyginant su σ, o proceso x∣c spektrinis tankis 

yra klasės Lip a funkcija, kur <α≤l, įrodoma, kad dideliam prabos tūriui poslinkis apytiks

liai lygus qa∣24π.

ON SPECTRUM ESTIMATION OF A CUPPED 
GAUSSIAN RANDOM PROCESS

V. G. Alekseyev

(Summary)

The spectral density function estimates of a Gaussian stationary random process Xk,k=∖t2, ..., 
with zero mean value and variance σ2 are considered. The additional bias of these estimates arising 
due to clipping, i. e. amplitude quantization, of the process x∣<, is investigated. It is assumed that 
the step width q of the quantization is small as compared to σ and the spectral density function is a 

function of the Lip α class, where <α≤ 1. By these assumptions we demonstrate that for large 

sample size the additional bias to be determined is approximately equal to ρ2∕24π.




