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МЕТОД ПРОИЗВОДЯЩИХ РЯДОВ ДИРИХЛЕ 
В ТЕОРИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ АДДИТИВНЫХ 
АРИФМЕТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ. IIЙ. КубилюсВо II части работы рассмотрим вещественные аддитивные арифметические функции, значения которых принадлежат арифметической прогрессии. Легко показать, что каждая такая функция имеет вид λf(m), где λ — некоторое постоянное число, а f(m) —целозначная аддитивная функция. Следовательно, при изучении распределения значений функций этого класса можно ограничиться рассмотрением целозначных функций.Через п обозначим большое натуральное число. Пусть N (m≤n, f(m)<x) означает число натуральных т ≤ nt для которых f (iri) <х. Цель данной работы — получить асимптотическое разложение функции распределения -i- N (m≤n, 
f(ιri)<x) для некоторого класса целозначных аддитивных функций. Некоторые частные результаты такого типа были получены автором [1, 2], Г. Де- лянжем [3], Б. В. Левиным и А. С. Файнлейбом [4].Пусть ∕(w)-целозначная аддитивная функция. Предположим существование таких числам
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констант с, c1, c2, с3 и целого числа s½z, что ряды по простым 
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≤ С3» (В)где ap=∖f(p)-∖ |.Для формулировки результатов нам понадобятся некоторые обозначения. Определим периодические функции Ек (и) (fc=l, 2, ...) с периодом 1 с помощью тригонометрических рядов
Σ> oiπiru

ГН-00где ' означает, что при суммировании значение ∕∙=0 исключается. При 
к> 1 ряд сходится абсолютно и равномерно для всех и. Следовательно, Ек (и) является непрерывной и ограниченной функцией. В случае к=1 ряд для 
E1 (и) сходится в смысле
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для всех и. При м=0 этот предел равен 0, однако мы будем считать, что 
E1(0)=E1(-0)=-l∕2. При к>\

Ek(u) = (-l)k~1 Ek~1(u).

Если к >2, это равенство имеет место для всех м, а при к=2 лишь для неце
лых и. Положим еще

E0(u)=-∖.

Обозначим через Pk (it) (к-О,. 1, ...) полином при xk в разложении

exp{^⅛^ + ⅛} ^r=∑Λ(∕∕)Λ
к=0

где
A(z)= ∏ ψp(z),

Р

ψpω=('4-r∑^A∙
ot=O

а Г — гамма-функция’Эйлера. В дальнейшем докажем, что такое разложение 
имеет место, причем

P0(it) = ',
степень полинома Pk (it) равна Зк, а коэффициенты свободных членов полино
мов Pk (it) при к ~≥ 1 равны 0.

Положим еще

∏tM=∑¾C-Φh4 (⅛=o, 1, ...),
у = 0

где Pj ( — Ф) получается из Pj ( — z) путем замены всех степеней ∑l (1=0, 1, ...) 
на Ф(/) (л). Здесь

Φ(λ)=-7U f e~u'∣2du,
' V 2π J

— 00

v = ]∕ In In л .
В дальнейшем c4, c5, ... означают константы, зависящие лишь от с, съ 

c2, c3, s; В — множитель, ограниченный по модулю константой такого же 
рода. - .

Докажем следующую теорему.
Теорема. Если вещественная аддитивная арифметическая функция 

f (т) принимает лишь целочисленные значения и удовлетворяет условиям 
(В), то

■i N [т ≤ п, f(m) < v8÷u)≡

S -1 k
= ∑ (-l)'t→<t-2''⅞-t¾(√≈ + vx) -fχt- rj-1.l(.v) + 5v-4nv.

k=0



Метод производящих рядов Дирихле, II 67

Доказательство. 1. Нам будут нужны равенства
(2)у 0")t I θ∣ll,r 

∆i к'. г!Л=0
Jt = Oсправедливые для всех целых r≥l, вещественных и и комплексных z. Здесь и в дальнейшем Θ означает комплексное число, не всегда одно и то же» ограниченное по модулю 1.Характеристическая функция закона

± N (m ≤w, f (m) <v2 + vx)равна φn(r) = e-^S1n(r∕v),где
л

5∏(')=⅛ ∑ e,'rw-
m= 1Так как f (т) приобретает лишь целочисленные значения, то при целом j φn (2π j v +1) = e~i <2π∙'v+'>v S„ (t∣v) = e~2πi^ φn (t). (4)Согласно (2)φ,(Z)=(l+5√lv) 4 ∑ (1 +2Φ[v→L∕W∣) =

m=l

= (1+B√∣v) (1 + ⅛l ∑ !f(m)l).
m= IОценим последнюю сумму. Из условий (В) следует:

∑ f(m)∖=∑ ! 2 ∕0,α)∣≤ ∑ ∣∕(^)l^-≤m=l m=l pa∣∣m p*1ζn

≤∏ ∑ ∑ ∑ ∑
Р P≤n р <х = 2Поэтомуφn(∕) = (l+B r-v)≡. (5)Подсчитаем сумму Sn (t) с помощью леммы 1 первой части работы’ [6] полагая g (m)=ei,^im∖ ×=eit. Замечая, что в силу (2) и условий (В)Σ -^≤∣∕∣ ∑ ⅛llΔ + 2 ∑ ^≤cι∏ + 2c2,

Р ap<c ap>c5*
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из указанной леммы получаем, что при 11 ∣≤πę ιt∖ (⅛'')g"~l ⅛∕,∙Λ4, bv S,(t)- r(eft) h(ιt)+ у— ,причем произведение для h (it) сходится абсолютно и h (it)=B. Отсюда для характеристической функции φπ (t) при 111 ≤πv получаем
С помощью неравенств (2), (3) отсюда заключаем, что для тех же t φ-(,)=2,eχp(-⅛-^+^)+"j⅛-= 

= 5exp{-⅛(l--^r)} + -^r =
2. Введем обозначения

(6)

(7)

Λp = max(βp, ар, Ce= £ *
α=2Очевидно, в силу (В)∑ ∙y≤c4. ∑C,≤⅛∙

Р РЗаметим, что при достаточно малом с6и ∣ f∣≤c6 функция ψp (∕7)≠0. Положим η = max(10, 10c4, 10c5, ⅞-1).Имеем, что при 11 ∣≤c6 taΨ.W-C"-∣)[in(ι-}) + i] + [∣∙(∣ + ⅞1)-⅛1] + +41+(1+44l(44)4∙*,,'"-'l-')- -⅛<∙"-Ml4)∑444∣∙Согласно (2)
⅛ψ,(,».(«•-!) [∣n (ι 4)+⅛]+[iπ 0+44-44+ ÷'∙{'÷(>÷⅞1Γ'[4'4)∙"('⅛(∕w-1),÷

' fc=l÷^∣∕⅛>-ι∣∙)÷⅛⅛--o+(∣4)(∑ ⅛ ∑ 4^+
/ Λ = l α=2
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Заметим, что для всех fc=l, 2, s 

afį ≤ max (ap, asp) = Ap.Введем функцию*ω= ∏ ψ,ω,
Ргде M√z)=-(-υ[>n(14)÷7]-h(∙-^)÷⅛1]-

+-£- (e≈-l) + (l-j-) Cp(β*-1)]}.Воспользовавшись неравенствами0≤ -In (1 -x) ≤2x, 0≤ -x-ln (1 —x)≤2x2,справедливыми при 0≤x≤ j, и неравенствомI e--l ∣≤2∣z∣,справедливым при ∣ z ∣ ≤ , получаем, что при ∣ z ∣ ≤η^1
ilnψp(z)∣≤41+ ∑

к=2

(2∣Z∣)* 
kpk -In 2 I z I j-1 (4Ap1z∣ +. 2∣zl 1 θz, 1 ,∖ I 28 1 ∕1 40Λp 2 20C„ ∖+ t4+2Cp∣z∣)]≤15f-1∏ (’—¾≠" ⅛f-√-)≤< lθ , *>Ap■ 15p2 9pηПоэтому при ∣z∣≤η^1

4QCpН 9η •
j lnA(z)! ≤c7.Представим функцию In h (z) в видеs —1lnA(z)= 2 βkzk + Rzs.

k = lОценим коэффициенты βfc и R. По теореме Коши
1 1
f ⅛⅛

*O=η 1откуда, так как коэффициенты βfc>0,βt≤<⅛ηtИз соотношения (Л=1, ..., 5-1).
I H>∣=η~1
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получаемI R ∣≤2c,ηsпри ∣z∣≤(2η)-*.Из сказанного заключаем, что
lnft(⅛)= 2 β⅛(''),c + Λzs,

⅛ = 1где I β⅛ I≤βk≤c7ηfc (*=1, ∙.., 1),I A∣≤∣ Λ∣≤2c7ψпри I t ∣≤(2η)-1.Из теоремы Коши и хорошо известных свойств гамма-функции выводим, что lnΓ(ef')= 2 γ⅛('0t + ΛιΛ
к = \где 

lτ*l≤<⅛ηt (⅛=1............ ∙r~1)∙I Λ1∣≤2cβηsпри ∣∕∣≤(2η)~1. Следовательно,ы F(¾ Σ M'')* + Λ√j. (8)
Л = 1где I δk I ≤c9ηfc (fc=l, 5-1),∣Λ2∣≤2c9ηi (9)при ∣∕∣≤(2η)"1.При ∣z∣≤(2η)~1 рассмотрим функциюΦ.(ft)=(^- 1 -£) v* + ⅛ + lnСогласно (8)

ф» ('■')= Σ W⅞⅛ + ∑ 8*(vΓ+λ* (÷),∙
Л = 1 Л=1Пусть у - вещественное переменное, ∣y ∣≤1, 

<'ω-∑≡Uh∑⅛r÷«.(-Я-
Л=1 *=1Согласно оценкам (9), ряд для Č7 (у) мажорируется рядом (1+,2) į
А=1

(10)
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где c10 - достаточно большая константа. Отсюда, в частности, при ∣r∣≤ ≤(2cι0)-1 vI t7(y)∣≤2c10v→∣∕∣(l+∕2).Возведем ряд для U (у) и мажорирующий ряд (10) в целую положительную степень г. Степень мажорирующего ряда равна

(^)r(i+∕2X ∑ ... ∑
kl = 0 kr=0Так как число решений уравнения k1 + ... +kr = k не превосходит rfc, то ряд для Ur (у) мажорируется рядом(^)'d+,ψ į (И)
к=0Разложим eu<y> по степеням у

eum= ∑ pt(,∙,)
к=0где V (у) = 0 (I у |5) при x→0. С другой стороны, согласно (3)
s — 1 

eu<n= 2 ukk^ +B∖ Us(y)∖e' tzω∣.
к=0Поэтому

Σ⅛=∑ΛW(^)t+rιw,
к=0 к=0где в V1 (у) входят степени у, начиная с у5. Согласно (11) при 11 l≤(2c10s)~1 v^ι⅛)!<s∑ (~r~)k (l+'2)t ∑ (^≈l^-),=B(∣r∕vr(l+r*.)'→.A-=0 r=s-kТаким образом, при ( 11 ≤ (2c10s)^1 veφn <■»_ρs i (it)+bv-> г ;»( i + ,«)•-• exp {<∙10V-1∣ г . (1 + г2)},где βt(z)= ∑ ∙*-lPi(z∖

j≈0Значит, при I 11 ≤cn ∖√ где c11- достаточно мало,
<9n(t) = e-,∣2 04.1 (it) + Вv-! f(1 + <2)1-→ e-','i + .

V in n (12)
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3. Положим для сокращения
W/fc(x) = (_l)(*-i)(*-2)/2£fcp + vx)K(*)i_jtW (fc = 0, lt .,.j5-1)j

Ψ(x)=∑ rj(x)v*,
⅛-0

μk(<)= ∫ e"*dWk(x),

χ(t)= ∫ e''xdΨ(x).
— oo

Подсчитаем преобразование Фурье χ (г). Ввиду очевидного равенства
s—1

χ(0≈ ∑ v-k(t)v^k (13)
k=0

достаточно подсчитать~рк (t). Из'равенства

J ei,xdΦik> (x) = (-it)ke~t*∣2 (fc = O, 1, ...)
— оо

следует

J eix <2πrv+0 dVkj> (χ) = (- 2πirv — it)i e-(2nn+t>t∣2 Qk (2πirv + it)
— 00

(fc=O, 1, 7=0, 1, ...). (14)
Отсюда

l⅛(∕) = e-<∙∕2βs.1(⅛). (15)

Интегрированием по частям получаем

μt (t) = (- 1)‘ <*+4/2 it [ et'x Ek (v2 + v х) K<*>1 -k(x)dx
— 00

(А:=1, ...» 5-1).
Заменим Ek (v2+vx) рядом (1). В силу известных свойств рядов Фурье можно 
интегрировать почленно. Согласно (14)

оо оо
1⅛(Z) = (-1)½7 -g£- [ e*^->VPl-k(x)dx=

r=∙-∞ —оо

= -t ^2π^)^~ 1 e2π,rv*~c2πfv+0*z2gs-ι-fc(2πirv⅛it) (16)
r= — ∞

(k=l, ..., 5-1).
Так как коэффициент свободного члена полинома Pk(it) (k≈lt ...) 

равен 0, а степень такого полинома равна ЗА:, то
Pk(it)=B(∖t∖ + ∖t∖*k) (к=1, ..., 5—1);
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Pk (2πirv + it)=B ∣ 2πrv + ∕ ∣3fc (к=0, ..., 5-1).Отсюда при 111 ≤ 1 ρfc0'0 = l+*l'∣ (*=0, •••> •*-!)и при r≠0, I t ∣≤πv
Qk (2πirv + it)=Bv~k ∣ 2πrv + f ∣3fc (k=0t ..., 5—1).Далее из (15) и (17) при ∣ t ∣≤πv

ооμk(∕) = B!r∣ 2 ∣2πrv + rr k'* s+l+Λ л—(2πrv+r)*∕2 _ I 2πr i*
= В j f Į V2s-fc"3 j r ∣3s-3∕c-4 e(2π (r ∣-1), v’/2_

r= — 00

(k = 1, ...» 5-1)и при √≠0, I t ∣≤'πvμt (2π∕v +1) + t271⅛j)⅛^1 e-W~∙'∣i Qs-t-t (it) =

= B∣2πy∙v + z∣ 1 ,~+'l*^,'l*^1 e~(2π<r+'>',÷,)72y-σ-ι→>xr= —oor≠-∕
× Į r +j j3 <s-1-k' = B Į 2πj v + z I v -s+2fc

r= — oo 
r≠j

∖r+j∖*s~ik-' 
∣r'lfc

q— (2π i r+∕ I —
В I 2π∕v+r Į ln n (k=l, .... 5-1).Из (13), (15), (17), (19) имеем, что при 11 ∣≤πvχ(z) = e-<,∕2ρs.1(⅛)+^l,в частности, при 111 ≤1χ(t) = l+5∣t∣.

(17)
(18)

(19)

)1 *72 =
(20)
(21)
(22)Наконец, из (13), (15), (20) при√'≠0, 11 ∣≤πv выводим χ (2π∕v +1) = e-<⅛⅛+∕)∙∕2 ρs.1 (2π∕ v +1) -

s — 1- (2πjv + t) e~2πij''t~tt∣2 *=1 tk 1Qs-ι-k{it) В I 2π√v + r ! (— 2π∕v)fc ln п
s— 1= — (2πy v + ∕) e-2π'7v,-z*∕2 *=1 5-1-*

tk~1 V Pι(H) , ( —2πjv)fc √ ^t^/=0+ В Lgπ∙∕v + {i3t.y υ e-(2π∕v+n>∕2 I B∖2πjv + t \ __ 
vs~1 1пя
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5 — 2
=-(2π7∙v + ∕)e-2"v'',-',∕2 2

1=0

s —1—1

∑tk~1 В Į 2π√v + ∕ I 
(- 2πjv)k In п

к=\

-∙~∙Σ tφ, ∕,-(^r-')+Λ⅛iiL.

1 = 0 x '

= e-w→,∣2 ρs-2 (it) + ^⅛ηjj∙ ('2 + ∖t r1 +: C3s-5) + b 2^,+'4. Положим теперь L = [ys~1∣2] и оценим интеграл
(2L+l)πv

l≈ f ∣φ∏(')-z(')l ∙∣7j.
— (2Z.+ I) πvРазобьем его на части

∕= Σ

i≈-Lгде
(2√-bl) πvA= f ∣φJ')-z(')l-∣τ[ =

(2√- l) πv

= f lφn(2π√4 + Z)-χ(2π√v + 0l
—τrvСогласно (4)

A= ∫ ∖<fn(t)e-2^-χ(2πj^ + t)∖
—πvКаждый интеграл Ij разобьем на два интеграла 7∕=^+7Z.где /' означает часть интеграла Ij по области 11∣ ≤c11v, а Г- — по области c11v< < j t ∣≤πv.Оценим отдельно интеграл ∕θ. Для этого, полагая ε = (ln∕ι)^1, опять разобьем его на две части:

⅛=⅛ + Iτ0v,соответственно по областям интегрирования 111 ≤ ε, ε < ∣ 11 ≤ c11v.Используя оценки (5) и (22), имеемЯ" f
∣H≤εИз (12) и (21)7zor= f (5(∣riM≈(l+'2)1-1e-,,'4+ y¾7) ⅛J=b''^s∙
ε<∣ t I≤c,ιv 'Далее в силу (7), (21) и оценки (24)
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Cnv<l t ∣≤πvТаким образом,Z0=Bv-∖Переходим к оценке Γj при J≠0. Согласна (12} и, (23)/;= ∫ I e-2^^∙-',∕2v*-≈Ps.√l7) + B(Γzi∕v)s(l+⅛s-le-','',+

11 I≤cuv

+ V⅛+⅛ <'a+11 r*+11131_5) e^','2 +B]2πjv + r∣ I dt В " "In и I Į 2π∕v+r I — v1 \j Į ’Аналогично, согласно (7), (23) и (24) при√≠0
/;= f ∖Be-'∣li+-^^-e-^-<'∣2Q,.2(it) +

Собрав все оценки для 7z, получаем
г—1~ vs •Остается применить известную лемму Эссеена, что и заканчивает доказательство теоремы.Вильнюсский государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 2.IX. 1971
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GENERUOJANČIŲ DIRICHLĖ EILUČIŲ METODAS ADITYVINIŲ 
ARITMETINIŲ FUNKCIJŲ PASISKIRSTYMO TEORIJOJE. ПJ. Kubilius 
{Reziumė)Jei g {m) yra adityvinė aritmetinė funkcija, įgyjanti tik sveikas reikšmes ir tenkinanti sąlygas (B), kuriose ap≈∖f{p)-1 I; cx, c2, c3 — konstantos, s≥2 — sveikas skaičius, tai skaičius natūrinių ∕n≤Λ, kuriems∕(∕∏)<ln In n + x V In ln n.
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lygus

Čia <pk (n, x) yra aprėžtos funkcijos, daugiklis B yra aprėžtas konstantos, priklausančios tik nuo 
c,, c2, c3 ir &

THE METHOD OF DIRICHLET GENERATING SERIES IN THE THEORY
OF DISTRIBUTION OF ADDITIVE ARITHMETIC FUNCTIONS. ∏

J. Kubilius

(Summary)

Let g {τn) be an integer-valued additive arithmetic function satisfying the conditions (B) with 
ap= f(p)-1 I and constants c1, c2, c3 and integer s>2. Then the number of positive integers w≤π, 
satisfying the inequality 

f (m) <ln In n+x V In In n, 

is equal to

where φ⅛ (л, x) are bounded functions.
The multiplier В is bounded by a constant depending only on c1, c2, c3 and s.


