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Введение

Пусть X (t) = {Xa (0}β=1-r (где время t может быть как дискретным: 
t=..., —1,0, 1, ..., так и непрерывным: — oo<z<oo) — г-мерный стационар­
ный в широком смысле случайный процесс со средним 0 и вещественными 
компонентами. В случае непрерывного времени t дополнительно предполо­
жим, что процесс {X (t), -∞<t<∞} среднеквадратически непрерывный 
и измеримый. Через maι...an(t1, ∙∙ ∙, tn) и cβl...βn (f1, ...» G) обозначим соот­
ветственно момент и семиинвариант «-го порядка от процесса X (t), а через 
fa1...an — спектральную плотность (с.п.) (п — l)-ro порядка, определяемую 
равенством

Cal...aπ(tι> •••» tn-l> θ) -
л— 1

= ∫... ∫Λ1...fl√λ1, ..., λπ-1)expp ∑ tjλj pλ1...jλn.1. (0.1)

Здесь и далее опускаются пределы интегрирования. Все интегралы с опу­
щенными пределами берутся от —π до π в случае дискретного времени t и 
от — ∞ до ∞ в случае непрерывного времени t. В случае дискретного времени 
t, с целью получить более простые записи, все рассматриваемые функции, 
в том числе и с.п., будем считать периодичными с периодом 2π по каждому 
аргументу.

В предлагаемой работе изучается асимптотическое поведение при не­
ограниченно возрастающем объеме Т выборки {X (г), 0≤∕<T} одной оценки 
для a priori неизвестной величины

(0.2)

(где φ - некоторая ограниченная функция), характеризующей спектральную 
функцию

λ

F⅛(λ)= f fai(λ)dλ.
о

В качестве оценки для величины (0.2) применяется интеграл

f φ(λ)fg>(λ)dλ, (0.3)
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где
T-l Г-1

2⅛f ∑ e~is,λXa(s1) ∑ eis*λXb(s2) в случае дискретного Л
Sι=0 j1=0

т т
_1_ I* e~is'λ Xa(s1)ds1 [ eis*λXb(s2)ds2 в случае непрерывного Г, 

о о

— периодограмма второго порядка. В работе [6] изучалось асимптотическое 
поведение при T→∞ первых двух моментов случайных величин

и
(0.4)

(0.5)

В настоящей статье при помощи изучения асимптотики старших момен­
тов случайного вектора

(0.6)

устанавливаются достаточные условия, при которых случайные векторы 
&">и

(0.7)

сходятся по распределению к «-мерному гауссовскому вектору

(0.8)

для которого

Eζβ,fr.(φj)≡0,

EξβyЬ√(φ√.)ζα⅛ь⅛ (φk) =

= 2π f f φj(Λ)φk(β)fajbjakbk(Λt -ос, β)dadβ + 

+ 2π f cpj(θc)φk(θc)fa.bk(θc)fbyak(-θc)da +

+ 2π f φj(oc)φk(-ac)fa.ak(a)fb.bk(-a)da.
и

Е ζa,. bj. (φy) ⅛k bk (φk) = Е ζβ. bj (φ,) ⅛k ak (φfc).

Здесь (α1, b1, ..., an, bn), 1 ≤αz, ⅛∙≤r — фиксированный набор натуральных 
чисел, φ1, ..., φn — некоторые ограниченные комплекснозначные функции, 
заданные на интервале [—π, π] в случае дискретного времени и на ( —oo,oo) 
в случае непрерывного времени, ап — произвольное натуральное число.

В дальнейшем запись zτ-→z будет означать, что случайный элемент zτ 
сходится по распределению к случайному элементу z. Буквой С обозначим 
константу, не всегда одну и ту же, но ограниченную при изменении парамет­
ров.
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1. Формулировка результатов

Теорема 1.1. Пусть случайный процесс X (t) таков, что:1) E I Xk (0) |2л< ∞ для всех kε {α1, b1, ..., αn, £>„};2) для любого набора (k1, ..., kq), kje{a1, b1, ..., aπ, bπ}, q=3, ..., 2л—2, 2л, и любых tj и t

mki...kq(h + t, ...» tq + t) = mki...kq(t1, ..., tq)∖3) для любого набора (k1, ...,kq), kje{a1, b1, ..., an, bπ}, q=2, ..., 2л—2, 2л, с.п. (q-V)-20 порядкаfki...k существует и ограничена-,4) для любого набора (k1, ⅛2> ^з> ^4), ∙∙∙> a∏, b∏},lim f f ∖fk,ktkikt(a, h —а, β)~Λl*.jt4jt4(α, -a, β)∣t7aiZβ = 0. λ→o j j
Пусть далее ∣ φy (λ) ∣ ≤ C< ∞ и f ∣φ7 (λ) ∣t7λ< 00, J=l, л. Тогда все моменты 
п-го порядка от вектора ξ⅞P (некоторые его координаты под знак матема­
тического ожидания можно брать сопряженными) при T→∞ сходятся 
к соответствующим моментам от вектора ζ<n>.Заметим, что утверждение теоремы 1.1 в случае л=1 очевидно, а в случае л=2 доказано в работе [6] при менее ограничительных условиях. Поэтому здесь мы предположим, что л≥3.

Теорема 1.2. Пусть случайный процесс X (t) таков, что:1) E I Xk (Q)p<∞ для всех kε{a1, b1, ..., an, bn} и р=3, 4, ...;2) для любого набора (k1,...,kq), kje{a1, b1, ..., an, bn}, q=3,4, ..., 
и любых tj и t

mkl...kq(t1 + t, ..., t<1 + t) = mkl...kq(t1, ..., tq)-,3) для любого набора (k1, ...,kq), kj ∈{a1, b1, ..., an, bn}, q=2,3, ..., 
с.п. (q-∖)-co порядка fk,...kq существует и ограничена-,4) для любого набора (k1, k2,k3, ki), kjE{a1, b1, ..., an, bπ},lim f f fklksk3kt(a-> h-а, β)-At*,⅛s*4(a, -a, β)∣Jadβ = 0. λ→o j j
Пусть далее ∣φ7(λ)∣≤C<∞u [ 1 φj (λ) ∣ dλ < ∞, j = 1, n. Тогда 

ζ<p-→ζ<"> при T-r 00.Если, кроме того, и Varφ7<oo, √=1, л, то и

ζψ> —→ζ<"> при Т→ ∞.В случае, когда случайный процесс X (t) гауссовский, условия 1)—4) теоремы 1.2 превращаются в требование, чтобы для каждого aε{a1, b1, ..., 
an, bπ} с.п. faa существовала и была ограниченной. Однако в гауссовском случае имеет место более сильный результат.
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Теорема 1.3. Пусть гауссовский процесс X(t) таков, что для каждого 
a≡{a1,b1, ...,aπ,bn} с.п. faa существует и f f%a(λ) dλ<∞. Пусть далее φy(λ)∣≤C<∞ и į ∣φy (λ) I d^λ<∞, j=l, п. Тогда

—→ ζ<π, при T→ оо.
Если, кроме того, и Varφj∙<∞, j=∖, п, то и— → ζc"> при T→ оо.Введем обозначения:ξrW={ ξS>(λ)
!

λ λ _1∕Γ[ f 7<P(λ)<∕λ-E f ∕<P(λ)rfλ]!^, (1.1)о о *a ,rζτ(λ) = { ζg,(λ) }¾
λ _= { 1/г [ f ∕<P(λ)Λ-Fod(λ)]∣^L', (1.2)

а через ζ(λ) = {ζot(λ)J^g (1.3)
обозначим г × г матричнозначный гауссовский процесс с комплексными ком­понентами, для которогоEζ(λ)≡O,

λ цЕζfll61 (λ) ζfl,ftl(μ) = 2π f f falblatbt(^ ~α> β)^aJβ +о о
min (λ, [x)

+ 2π f falbMfblaA~a-)d<*-Ö
И E ζfll bl (λ) ζ^G∑) = E ζβl ь, (λ) ζfts ai (μ).B (1.1), (1.2) и (1.3) 0≤λ≤π в случае дискретного времени t и 0≤λ< ∞ в слу­чае непрерывного времени t.Из теоремы 1.2 непосредственно вытекает следствие 1.1.

Следствие 1.1. Пусть для набора {a1, b1, ..., an, bn}= {1, . ∙∙,r} имеют 
место условия 1)-4) теоремы 1.2. Тогда конечномерные распределения 
случайных процессов (1.1) и (1.2) при T→∞ сходятся по распределению 
к конечномерным распределениям процесса (1.3).В свою очередь, из теоремы 1.3 вытекает следствие 1.2.

Следствие 1.2. Пусть гауссовский процесс X (t) таков, что для всех 
а, a=↑fr, с.п. faa существует и [f%a (λ) dλ< ∞. Тогда конечномерные рас­

пределения случайных процессов (1.1) и (1.2) при T→∞ сходятся по распре­
делению к конечномерным распределениям процесса (1.3).
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В случае г=1 следствие 1.2 доказано И. А. Ибрагимовым [1] (теорема 3.1 в случае дискретного времени t и теорема 9.3 в случае непрерывного вре­мени t). На случай многомерных гауссовских последовательностей доказа­тельство теоремы 3.1 работы [1] перенесено в работе [5] (теорема 4.1). Для того чтобы получить доказательство теоремы 1.3 в случае дискретного вре­мени Z, достаточно в доказательстве теоремы 4Л ([5]) сделать очевидные из­менения. Доказательство теоремы 1.3 в случае непрерывного времени t по­лучается после аналогичной переработки доказательства теоремы 9.3 ([1]).И. А. Ибрагимовым и T. Μ. Товстик [2, 3] в случае, когда X (t) одно­мерный линейный процесс, получены менее ограничительные условия, чем в следствии 1.1, при которых конечномерные распределения случайных про­цессов (1.1) и (1.2) при T→∞ сходятся по распределению к конечномерным распределениям процесса (1.3).Д. Р. Бриллинджер [7] утверждение следствия 1.1 в случае дискретного времени t доказал при условии I.I. Последовательность {X (t), t= ..., — 1, 0, 1, ...} с вещественными компонентами и средним 0 стационарна в узком смысле, E | Xa (0)p j < оо, 
р=1, 2, ..., ö=1, г, и для любого набора (a1, ..., aπ), 1 ≤αj≤r, п=2, 3, ...,

2 I tjCa1... .„(fl, .... ta-1, 0)∣ <00, J=l,n-1.
'■........ '.-1Из условия I вытекает, что для любого набора (α1, ...,αn), l≤αy≤r, п= =2,3, ..., с.п. (п — l)-ro порядка∕α1...βlf(λ1, . . . , ∖,-1) =

л — 1
= (2πy-f Σ <⅛.<⅛0ι..............tn-ι∙ O)exp {—i 2 tj∖ J

'......... '»-1 1существует, ограничена и равномерно непрерывна. Д. Р. Бриллингер [7] делает замечание о возможности переноса его результата и на случай непре­рывного времени.
2. Доказательства

Лемма 2.1. Ядро

Φ⅛>(X1, .... х,) = 1
(2π)π N

Nx1 
sin -2^^

. Nxn 
sm —g— sin

Xi 
sm ~2~

x∏
sin ~2^ sin

N (x1 + ... +хя) 
-⅛-<2∙1>

2
здесь N=1,2, ..., а п — произвольное натуральное число, обладает следу­
ющими свойствами:

1) s}JP f ∙∙∙ f ∣φ⅛,(xn - - ∙, xn)∖dx1.. .dxn<∞∖
—π —π

2) f ∙∙∙ f φfc,(*ι.......... xa)dx1.. .dxn=i-,

(2.2)
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3) для каждого ε>0 при N≥2

f... f ∣Φ⅛>(*ι............. xa)∣dx1.. .dxn = O{i X ∣≤π}∖{ I X ∣≤ε}
где {I x I ≤ α } = {(x1, . . ., xn): ∣ xj ∣ ≤ a, J=l, n}.Лемма 2.2. Ядро

w .∙.,*b)= i(2π)" T . Tx1 sm ~2~
Х12

Txn T (a⅛ + ... +xb)sin ~2~ sin -----------g-----------
x∏ x1+...+xn2 2

здесь Te(0, oo), a n — произвольное натуральное число, обладает следующи­
ми: свойствами-.

оо оо1) s“p f ∙∙∙ f Iψτ,(*ι. ∙∙∙. x.)∖dxl...dxa<a>∙,

2) f ... f 4φ(x1................. x,)dx1...dx,≈l-,— со —oo3) для каждого ε>0lim f... f ∣4V>(x1..............x )∖dx1.. .dxn = Q,
T→<x> ' ∙Λn∕{∣x∣≤ε}

где {∣x∣≤ε} = {(xl..............x„j: I xj | ≤ ε, j=l, и}.Доказательства лемм 2.1 и 2.2 вполне аналогичны доказательствам слу­чая п=3, приведенным в работе [6]. Здесь покажем только, что
поскольку (2.3) существенно используется в доказательствах лемм 2.1 и 2.2. Зафиксируем 0<ε<—r 1___-. Обозначив

hj l∕w(n+l)

jj _ I sin x1 sin xn sin (x1 + ... +x∏) II *1 ' ’ Xn X1+ . . . +xπ I ’
Qk = { ∣Λ∙ιl≤εp, ..., l¾l≤εp, ∣xt+1∣>εp, ..., ∣x,l>εp,∣Xι+ ... + xnl>εp, ρ> 1 },p⅛ = {l*ι∣≤εp................I¾I≤≡P. l¾+ιl>≡P................. I^.I>≡P.!x1+...+xn ∣≤ερ, ρ>l},где'р = ]/х? + ... + x2, fc = 0, n, имеемf ffdx= [ ffdx+ [ Hdx + (") [ Hdx+ ... +(^) ∫ Hdx + sn (p<∣) Q. o. e.+ f Λi∕x+(") f Hdx+...+(πn) [ Hdx.Γo ∏ι vn

(2.4)



Об асимптотической нормальности оценки спектральной функции 11Покажем, что каждое слагаемое в правой части равенства (2.4) конечное.Так как ε<--J=-, то Qn= 0, поскольку если (x1......... ×π)≡Qni то ρ2≤nε2p2.УлПо той же причине и Vn= 0. Поэтому
∫ Hdx = f ∕Γdx = 0.

Далее имеем
[ Hdx < ∞

{p<l}и
f Hdx< f... f <⅛...<⅛<∙‰l f -⅛<∞.

Q<, Qo 1Покажем, что иJ* Hdx < ∞, k — 1, n — 1.
QkЕсли (x1, .... xn)eβb то >(л-fc)ε⅛2>(«-*) ε2, где pt=]∕⅛1+ ... + 4 Поэтому
Qtc Θ* = {I *ι I ≤ εp, .... I¾l≤εp, l⅞+ι∣>εpt............. I x„ I > ≡pk,∣x1+...+xn∣>εpt, pt>]∕ n-fcε}.Далее имеемθjtc ⅜ = {ll x11 ≤ εp, . . ., J xk I ≤ ερ, ρjfc ≥ ]∕ n — k ε } ⊂⊂{∣x1l≤δpt............. ⅛'≤δpt, pl>]∕ n-kε},где
≈4⅛>∙-

На самом деле, если (x1, ..., xn)eSk, тоJ⅛≤ε2(xf+ ...+xl + pl), j=l, k, и (⅛-^) (*? + • • • + ⅛t)≤M∙Следовательно,∫m,≤∫∞,≤ f∣⅛
Qk θk Sk

sinx⅛ I
Xk I

1
(εpfc)n + 1→ t7x≤

≤ ∕.√

{pλ>∕ n-kε}

1
(εpfc)" + 1-fc

k δf>k

dxk+l.. .dx„ fl ∣^ I Ä Į dxj.∕-ι -⅛>* 1
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f μα=2(∫^rfα+∕ -⅛≤rfα)≤2(l+ta⅛t),
-8pk Опоэтому

{∕n-Λε≤p*≤l }

V n-k e.И, наконец, покажем, что
[ Hdx < оо, k = 0, n — 1. 

vkДля этого сделаем замену переменных:j1 = x1+ ... + xn,J2= -*ι,
yπ= -xn-ι∙Обозначив r=]∕ jf+ ... +yjt, получим

и
Vk *→ { IУ11 ≤ εP> .... ∣‰ιl≤εP, ∣Λ+2∣>εP> •••» I Уп ! > εP>IJ1+ . ∙ ∙ +Λ∣>εP. Р> 1 }c

Г, .... (Λ+l∣≤εl∕ «+1 i‰2∣>

>v⅛r' r*y⅛rH*÷*∙ (2-5)
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Из (2.5) видно, что поскольку ε<-? , то Kn.1= 0. Поэтому
V л(л+1)

f ffdx = 0.

Если 0≤fc≤H-2, то аналогично, как и для Qk+1, получаем
fHdx≤ f...r∣ ⅛L,,.⅛⅛>⅛b'.÷ ∙∙÷^ ∣⅜,1...⅜,,<00.

J j _ j I Л Уп У1+---+Уп I 1 n
V/c Q k+ 1Таким образом, (2.3) доказано.Доказательство теоремы 1.1. Для определенности покажем толь­ко, что

л лlim Е ∏ ξ<r}.(Ψ>) = E ∏ 4' ⅛) <2∙6)
T→∞ . . J J . 17=1 j=l

ДЛЯ любых (kj, Z∕,ψy)∈{(α1, ⅞, φ1), ...» (aπ, b„, φ∏)}. Доказательство в общем случае, т. е. когда некоторые ξ<Γ>z (ψj) заменены на ξpl (ψj-), аналогично. Для доказательства равенства (2.6) достаточно показать, что
л лВт Е ∏ ξ∙pi, (φj) = E ∏ ζ01 ⅛). (2.7)

T→oo ..Ji . .
7 = 1 7=1Пусть время t дискретное. Тогда

л n п πЕ ∏ ξ¾(¾) = ^E ∏ f =

J=l 7=1 —π

π π= (M⅛F ∕ ∙∙∙ f ¾W∙∙∙%(M×
— 7Г “7Т

Л×e ∏ [ ∑ (-λ>. ⅞) ∑ (V ⅛)-
7=1

—E X (-λy. aj) ∑ (λj, *,)] rfλ1.. .rfλ,,где
т-1

∑ (». <?)= ∑ ela3Xe(s).
5=0Имеет место формула (см., напр., [4])

ma....alc (h.............. tk)= 2 cv, (⅛)∙ • .c,9 (Λ,ρ), (2.8)
где суммирование_в (2.8) ведется по всем неупорядоченным разбиениям <vι>∙∙∙> ‰}, 9=1, к, множества {1..............к}, а cv, (t^=cah...l,lι (th, .... r,j).
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если yz={j1, ...,j1}⊂{l, ...,k}. Применяя формулу (2.8) и сокращая подоб­ные члены, получим
e ∏ [Σ (-v ¾) Σ (λJ∙ ⅛)-e Σ <-λ>∙ ⅞) Σ <v ⅛)]=;=i
= Е { ∑ (-λ1, a1) 2 (λι. ⅛) ∑ (-λ2, ¾) ∑ (λ2, ⅛)∙∙.
• ∙ ∙ Σ (~λn> a∏) Σ (λn> ⅛) ++ (- 01∣e[2 (-λι* aι) ∑ ‰ W] Σ ("^λ2, a2) 2 0l2, ⅛)∙. •
∙∙∙∑ (-λB> an) Σ (λn> ⅛) +
+ ∑ (-×ι> aι) ∑ (λι, b1) 2 (~λ2, fl2) (λ2, b2)...

.∙.E [∑ (-λn, aπ) 2 (λ,,, *„)]} +
+ (“ 1 )21 E Į (— λ1, a1) ∑ (λ1, Z>1)j Е [ ∑ (— λ2, a2) ∑ (^2, ⅛)j...
∙∙∙ ∑ (-∖> on) ∑ (λn, ⅛) +
+ 2 (-^ι, öi) 2 (^ι> *1) ∑ (-λ2, α2) (λ2, b2)...∙∙∙e[∑ (-λn, an) 2 (λn, ⅞)]} +
+ (- 1)"E [ 2 ("λι, <h) ∑ (λ1, *ι)] E [ X (-λ2, a2) ∑ (λ2, *2)]...
∙∙∙E [∑ (-λn, an) 2 (λn, ⅛)]}=∑ cum{v1}...cum{vj, (2.9)

где суммирование в (2.9) ведется по всем неупорядоченным разбиениям {v1, ..., vσ} множества{(-λ1, a1), (λ1, b1), (-λ2, a2), (λ2, b2), . . ., (-λn, αl,), (λfl, bn)}, (2.10)но только по таким, в которых нет элементов-типа v7={(-λfc, ak), (λi, bk)} и vj∙={(α, /)}, где (a, /) элемент множества (2.10). В сумме (2.9)cum { vj } =
= ∑ . • . Σ exP {i (aιj0 ∙yι + ∙ ∙ ∙ + aly? ¾ J c∕(P-∙ √') Cyι> • • •»¾)> (2∙11) ®,=о 5 =o j kj

kJ



Об асимптотической нормальности оценки спектральной функции 15если vj={(αp, Zp), ..., (<Ąį\ Zp)}. Действительно, зафиксируем одно раз­биение {v1, ..., v9}, в котором m элементов типа γz={(-λk, ak), (λk, Z>k)}. Тогда в сумме (2.9) всего будет1+(-!)l (7) + (-1)2( 2 )+∙∙∙+(-1)m (”) = (!-l)m = 0 фиксированных нами разбиений {v1, ..., v9}.Теперь разобьем сумму (2.9) на две следующим образом:∑ cum{v1}. . .cum{v<7} =
2= ∑ ∏ [cum{(-λp, ap), (λp, Z>p), (-λP, af2j>), (λP, ⅛0)} + √=ι+ cum{(-λP, аР), ( —λp, ap)}cum{(λp, Z>p), (λp, ⅛0)} + + cum{(-λp, аР), (λp, Z>p)}cum{(λp, Z>p), ( — λp, ⅛n)}] + + 2 cum{v1}.. .cum{ v<7} =
л= ∑' ∏ e ∏ [Σ (-χV,, 4Д) ∑ (λV,. *'/>)-

7=1 k=∖-Е ∑ (- λ'√>, 4Л) ∑ (λ⅛,>, ⅛'>)] + 2 cum { v1}... cum { v, } ,где сумма Σ' берется по всем неупорядоченным разбиениям множества {(~∙λ1, a1, λ1, Z>1), ( — λ2, a2> λ2> ^2), •••» (-∖∣, an' ∖∣∙ ⅛)}по два элемента, а сумма Σ" — по всем остальным разбиениям суммы Σ. Конечно, сумма Σ, не пуста только, если п — четное число. Далее, учиты­вая (0.4), имеем
пЕ fl ξ% ⅛) = Σ' П Е ?$> ψ> (4>fy,) ¾p, 6,ω Ш +

√=1 J=∖

π π+ Σ '(2πVfy ∕∙∙∙ ∕ lPι(λι)∙∙∙φn(λn)cum{v1}..... .cum{ v9}^λ1.. .dλπ = A' + A".С другой стороны, поскольку вектор ζ<n> гауссовский и Eζ<",=O, тоЕ ∏ ζβy^(φy) = θ> если n — нечетное число,
/=1и

л
л 2

e ∏ ς⅛<¾)= Σ' ∏ κζ° lωψ) (Ф1у)) ζβp)ψ) ⅛2jθ),
√=1 7=1



16 P. Бенткусесли n — четное число. Поэтому, учитывая теорему 2.3 в работе [6], имеем
^*°° 7=1для любого п >3. Для завершения доказательства равенства (2.7) в случае дискретного времени осталось показать, что lim А"=0. Действительно, учи-

Γ→ooтывая (2.11), условие 3) теоремы 1.1, (2.1) и применяя (0.1), формулу
Г-1 

∑ е'л =
5=0

Tλ
e'Tλ-1 __ sm 2 

e'λ-1 λ
sin 2^

г-1
2 е (2.12)

и (2.2), имеем
1/4 !_1 (2πl∕f)n Jπ

π∫ <Pι(λι)∙ ∙ ∙φ.(∖)<∕λl.. .<∕λ,x
—π

q π π

x ∏ f ∙∙∙ ∫¼∙∙√tΛ (*Р......... χtκ,j-ι>×

j=l —π — π J

Г-1 Г- 1

× ∑ ∙∙∙ ∑ exp{z(sp-⅛))x^+ ... +∕(⅛.L1-⅛7)⅛Lι}×
s(7)=o 5(7)=о J J J J

kJ
× exp {i (λ∖r> ⅛0 + . . . + λjfc') s{kJr)} dx∖r>. .. dx*£_ 1 ∣ ≤

≤∑"⅛ fl /■■■ f ∣φrA⅛'...............z^∖dz∖>>...d2y^=,
j=∖ -π —πгде μ и q — натуральные числа, зависящие от слагаемого суммы Σ*, но та­кие, что μ≥l и 1≤⅞≤^.В случае непрерывного времени t доказательство равенства (2.7) анало­гично. Вместо леммы 2.1 и формулы (2.12) пользуемся леммой 2.2 и форму­лой г∕∙ x>l7λ __ 1f e'5λ ds = —-— i ιλ

Теорема доказана.
Лемма 2.3. Пусть случайный процесс X (t) таков, что с.п. fajbj, j=ū л, 

существуют, их модули интегрируемы с квадратом, а функции φj, j =1, л, 
такие, что Naτφj<∞ и j* ∣ φj- (λ) ∣ dλ< 00. Тогда случайный вектор при 
T→∞ сходится по распределению к некоторому случайному вектору η 
тогда и только тогда, когда случайный вектор сходится к тому же 
самому вектору η.
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Доказательство. В силу следствия 2.1 из работы [6] разность

= { 1/7’ [e f φj(λ)Γoμ.(λ)dλ- f φ√λ)Λyb.(λ)dλ])y-c"

является n-мерным неслучайным вектором при T→∞, сходящемся к нулю. 
Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1.2. Из теоремы 1.1 вытекает, что все моменты 
случайного вектора сходятся к соответствующим моментам вектора ζ<n>. 
Поэтому из каждой подпоследовательности последовательности {ξ⅞7>, T>Q} 
можно выделить подпоследовательность, сходящуюся по распределению 
к некоторому случайному вектору с моментами вектора ζ<π>. Поскольку слу­
чайный вектор ζ<n> определяется своими моментами однозначно, то отсюда 
следует, что — →ζ'n>. Второе утверждение теоремы вытекает из леммы 2.3. 
Теорема доказана.

Автор считает своим приятным долгом выразить благодарность В. А. Ста- 
тулявичюсу за постоянное внимание к работе и ценные советы.
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APIE SPEKTRINĖS FUNKCIJOS ĮVERTINIMO ASIMPTOTINĮ NORMALUMĄ

R. Bentkus

{Reziume)

Darbe nagrinėjama daugiamačio stacionaraus proceso spektrinę funkciją nusakančio para­
metro įvertinimo asimptotika, kai prabos tūris neaprėžtai didėja. Randamos sąlygos, kada šis 
vertinimas yra asimptotiškai normalinis.

2. Lietuvos matematikos rinkinys, XII (3)
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ON THE ASYMPTOTIC NORMALITY OF THE ESTIMATE
OF THE SPECTRAL FUNCTION

R. Bentkus

{Summary)

Let X(t)={ Xa {t) }fl= 1-, where time t may be discrete, t= ...,-1, 0, 1, ..., or continuous,. 
— ∞<t<∞, be a zero mean stationary random process with real-valued components. Given 
the sample {X(t),0≤ Г <T}, the integral f φ (λ)Zjpdk is used as an estimate for f φ (λ) fab (λ) dk. 

There φ is some bounded function, fab — the cross-spectral density of the components Xa {t) and 
Arb(t). ¾P — the second-order periodogram and the range of integration is — π≤λ≤π in the discrete 
time case and — ∞ < λ < ∞ in the continuous case. The paper estimates the conditions under which 
the random vectors (0.6) and (0.7) (see also (0.4) and (0.5)) are asymptotic normal when T→∞.


