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КРИТЕРИИ ЭРГОДИЧНОСТИ ОДНОРОДНЫХ МАРКОВСКИХ ЦЕПЕЙ 
В СПЕЦИАЛЬНОМ фазовом пространстве, п3. НавицкасНастоящая работа является продолжением предшествующей. Обозначения те же, что и в первой части. При ссылке на формулы, леммы, свойства, содержащиеся в первой части статьи, указывается лишь их номер.
§ 5. Гармонические мерыВ этом параграфе исследуем свойства гармонических мер.Для удобства элементы множества А пронумеруем от 1 до j и вместо них будем писать соответствующие номера.Лемма 5.1. Пусть даны куски II типа марковской цепи в фазовых про* 
странствах l⅛ и U™-, где 0 < w1 ≤ wα < w2≤ w2< + ∞, тогдаTO√¾)=>¾(⅛1), (5.1)
где 9ftj(⅛) — совокупность векторов типа (1.11).Доказательство. Пусть марковские цепи (u'n, w≥0), (w", w≥0) являются кусками И типа при фиксированных краевых условиях {q,ab : at 6еГЛ1Л1} и {q'äb • я, соответственно в фазовах пространствах ⅛ и ⅛⅛.В марковскую цепь (и", л>0) вложим марковскую цепь II типа (y'n, n≥0) в фазовом пространстве ⅛ι,, условные вероятности перехода через один шаг которой имеют вид

P<Λ = P {y'^ι = b∖y'n^a} =

_(Р^ если α∈l⅛ 6∈⅛ или α∈Γ..n,, 5e¾,“I Й,, если а, beΓ'nt или а, bεΓ"1, ' ' ’где Раь условные вероятности перехода через один шаг цепи (х£>, и>0) и 
<⅛>=P{uτ' = b∖u0=a}, а√(ω) = inf{wιw> 0, xm∈Γflιn,, xfc∈U⅞ 0<k<m}.Из (5.2) следует, что (y'n, n≥0) является куском II типа в фазовом пространстве ⅛ с краевым условием { q"b : а, £еГЯ1Л,}.Когда {q⅛ : а, Z>∈Γzπι^ι} пробегает всевозможные значения, то {q⅛>'.a, ^gΓ∕>i∕⅛} пробегает лишь часть возможных краевых условий {q,ab : at ^∈Γnι∏,}, откуда и из свойства 4 (§ 4) следует доказательство леммы.
9*
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Лемма 5.2. Пусть при фиксированном целом 0<∕<+∞ имеем'.а) последовательность кусков II типа полунепрерывной марковской 
цепи (xj^>, и>0) в соответственных фазовых пространствах {U⅛S{}m≡ι. 
где n1(m)<j<n2(m), n1(m)≥n1(m+l), n2(m)<n2(m+l) иlim⅛⅛J = r (5.3)m→co
с фиксированными краевыми условиями {qab(m) .а, £еГЛ1(/я) л,(т)}, для ко
торых справедливо (1.16), если только n1(m)≈∖∖б) положительное решение {ηm(α) : α∈U⅛>}, удовлетворяющее

∑ ηm ((Λ 7)) = 1, (5.4)ι = I
стохастической системы уравнений куска II типа в фазовом пространстве 

1ГП1 (m)*¼h (m)∙
Можно выбрать подпоследовательность {ηπ,. (а) : aeE}fLγ со свойст

вами'.в) существуетι≡η√*)=η (а)>0 (а еЁ),

sr) ∑ η(*>Λ=i.
k=lд) {η(α) : еЁ} является положительным решением стохастической 

системы уравнений цепи (х^, и>0).Доказательство. Если положим ηm. (α)≡0 при α∈Γ∕U"^i>, тогда имеет смысл предел в). Из стохастических уравнений соответствующего куска следует, что для каждого аеЁ существует М (α)>0 и имеет место θ<ηm(σ)≤^(α) (w≥ 1).В силу того, что из ограниченной бесконечной последовательности всегда можно выбрать сходящиеся подпоследовательности, следует существование подпоследовательности {mi }f*,1, удовлетворяющей в) и г).Справедливость д) проверяется тривиальным образом. Лемма доказана.Исследуем вопрос об единственности решения {η (а): де£} стохастической системы уравнений марковской цепи (xji^, и>0). Если оно единственно, тогда справедливы (1.14) и (1.15).Сначала опишем полезное нам преобразование марковской цепи (⅛"0, л>0) (куска II типа в фазовом пространстве ¾ft}).Определим последовательность марковских моментов {τk(ω)}^L1 следующим образом:τ⅛(ω) = inf I n'.n>τk, u<m>eMj (и2 (m)j | , если nj">(ω)∈.{(i, s},,
k
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или
если

где

⅛(ω) = iπf I ntn>τk, ι⅛"> e{(f, j)-i=l, *}}.

uj">(ω)e{(i, n2(m) + 1 j:i= 1, s } , и τ0 (ω) = inf I и: и ≥ 0, u(nm) ∈ Mj (n2 (w)j } ,
Mi (n2(∞)) = { (ι, j), (i, ∕⅛(m) + lju=l, s∣.

Положим̂ >(ω) = κWωl(ω).Очевидно, случайная функция (j⅛"0, h≥0) при n2(m)< + ∞ является однородной марковской цепью в фазовом пространстве Mj[n2 (m) j, удовлетворяющей условиям (2.12), (2.13), а) и в) леммы 2.2, условные вероятности перехода через один шаг которой имеют вид
qab(m) = P{y^ = b∖y^ = a} =≥0,>0,≡0

еслиесли α∈{(Λ j)ιi≈ 1, s}, b ∈ Mj (n2 (πz)j , α∈∣(∣, n2(m) + 1) ι=l, s J , be{(i, s},во всех остальных случаях.Лемма 5.3. При n2 (т) < + ∞ имеет место:

Ът (i, j) = йт (О'» ») 
йт ((/,;))

(z, Z=l, j), (5.6)
где {η,a(α)rα∈U⅛>} и |мт (а): aeMj^n2(m)j∣ — соответственные решения 
стохастических систем уравнений марковских цепей (u<πm∖ и>0) и (y⅛n∖ 
n≥0).Доказательство. Аналогично доказательству свойства 4 (§ 4).Лемма 5.4. Для любой последовательности марковских цепей {(∕1m∖ w≥θ)}m=ι> определяемой формулой (5.5), в соответственных фазовых про
странствах (ди) j ∣°° ι при любых фиксированных краевых условиях

для {(ι⅛"∖ h≥0)}∞=1 начиная с некоторого 0<N<m имеет место:а) σβb(w)≤‰(w+1)< 1 (α, bε{(i, j):i= 1, 1y}) ,
б) Qa(m)> 0fl(w+ 1) [ae{(i, j):i= 1, j}) ,

где

Qa{fn)- ∑ 9 Ат),

b^nt (m) +1
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в) существуют, не зависящие от функций n1 (т) и nz (т) пределы:

^saqab(m) = qab(∞)>O (а, be{(i, √)u=ΓΓj}) ,
Пт β.(w)=βa(∞)∙

m→∞Доказательство. Для (х^\ n≥0) и состояний а, be{(i, j):i=\, 5} построим измеримые множества:® г ____Λ=∣J { ω'∙xo^ = a> xi^e{(z^> k):i=l, s, k<j} для всех 0<m≤w,
771 = 1⅛¾1=Z>∣ U {ωιx^ = α, x∖⅛ = b},

A(fc)=∣uJ ] ωιj⅛^ = α, x^∈{(z, Z)u=l, 5, 
m=ι 1y<Z≤w2(fc)} для всех 0<w≤m, ⅛¾ι=^∣∙ Справедливо (5.7) В силу (5.3) следует, что начиная с некоторого 0<N<m выполняется n1 (т) = 1, поэтому согласно определению (j⅛"∖ h≥0) имеет место

qab(m) = P{ A0∖x^ = a} + P{A1(m)∖x^ = a} (a, b ∈{(z, j):i=l, 5}) , откуда в силу (5.7) получаем доказательство а).Так как β.(m)=l- 2 qt,b(m) {a={(i, fr.i≈∖, s}],

beΓjто следует, что б), в) являются следствием а) и б). Доказательство закончено.Следствие 5.1. Если (xψ∖ h≥0) возвратна, тогдаа) Qa (∞)≡0,б) ∣t)((i". ?)):<= 1. 5∣ — единственно и определяется из системы урав

нений:

X η(α)⅞o4(∞) = η(*) [be{(i, j).i=∖, s}] ,

acT,j

∑ η(z, y)=ι>
/=1в) *(00) (у) = (η (1, у), ∙ ∙ ∙. η (∙y. У’)) > m- е- х<00) (у) является вектором ти

пов (1.14) и (1.15).
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Доказательство. Так как
f ∞l-β<,(∞)= ∑ 4ab(∞'} = P I (J {ω = ⅛, = *. *,,≡ryi 6 fy m=2для всех 0<w<w}∪{ωι = b } ∣ x{f, = а } ,то в случае возвратности n≥0) должноl-0β(oo)=l,откуда следует а); б) следует из леммы 5.4, пункта а) этого следствия, (5.6) и того, что если в последовательности систем линейных уравнений c k (k < + + оо) неизвестными и k уравнениями соответствующие коэффициенты имеют пределы, то и будучи ограниченными константой решения этих уравнений (если таковые существуют) стремятся к решению предельной системы уравнений (в случае его существования). Пункт в) очевиден. Следствие доказано.Следствие 5.2. Пусть rfy = (in, jn) (ιl,=l, s∙,jn=O, 1,2,...), (j⅛e>, n≥0) 

возвратна тогда и только тогда, когда

Р {jn = j для некоторого л > 11 x0 = (ι, j)} = 1,
хотя бы для одного значения 1 ≤Z≤1y.Доказательство получаем, воспользовавшись леммой 5.4 и тем, что состояния (⅛^, n≥0) составляют один существенный класс.В случае невозвратности марковской цепи (⅛^, n≥0) величины { Qa (оо): : α∈Γy } больше нуля и поэтому {η (а): aeΓj } зависит и от поведения { qab (ти): rZ>∈Γ7, аеГЛ:(ш)+1} при возрастании т.Введем величины:πm(α, b, Г/, Γk) = P{⅛-) = ∕√⅛) = α},где τ (ω) = inf { п : u^y ∈ Γz U Γk } (n1 (w) - 1 ≤ I < k ≤ w2 (w) + 1)и πm(∕, Z, m) = P I √",> = (z, n2(m)^ [ UQmy = (i, w2(w)+l)} -где ⅜(ω) = inf{Λ.∙⅛zn>∈Γnj m}.Обозначим при i, Z=l, j:

<xil(k, rn) = πm ((f, k), (Z, fc-l), Γk,1, Гл, (m)+ij (y < ≤ w2 (τn)j , βif(^,m) = πm ((f,Zz), (Z,n2(m)+1), Γk~1, Γr,2 (m)+1) (; < k ≤ n2(m)), α∣∕ (h2("0+1, w) = πm(Z, Z, ш).Определим в s-мерном векторном пространстве операторы:
7*"0 (p) = (Pi. Рг, • • •. л) ∙ (α∣∕ (fc. "*))* .
L{mHp) = (Pι, Pi.............. Р.)-(МЬ ’
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где p=(p1, ...............л) - вектор, а (α11(k, m))*,-1 и (βi∣(fc, т))’ l~l - квад-ратные матрицы s-го порядка.Нам понадобятся следующие свойства:I) oci∣(k, m)≤a.il(k, ти+1)и существуетlim alι(k, m) = <x,il(k)∖
m→∞

∏) ∑ βll(k, rn)> ∑ M∣C, m+I),
ι=ι 1=1lim V β,z(k, m) = ß(>0;

1-1I∏) ∑ «-и (k, m)+ ∑ βll(k, m)=l.
1 = 1 1=1Доказательство I и III свойств аналогично доказательству леммы5.4, а И —является следствием I и III.IV) Если положимl∣pll= ∑ ∣A∣.1=1тогда ∣∣7⅛n>∣∣ = max I į 0⅛(*> m) l≤,'l≤i≤s I " J[∣L'tm> И =max I £ βf,(fc, т) ∣≤1,ι≤∣∙≤5 I J7,1 JII 7*'n,+Z*m,ll = 1,Hm 7į"> = Tk = (αi∣ (k)j’ ,т.е. операторы 7jm) и Lįm) - линейные и ограниченные*). Доказательство очевидно.ПостроимΓ<to = [ ∑ (‰I‰+‰∙I‰‰+∙ • • + л=0+‰∙... ∙W4‰,¾f‰ι∙∙ ∙ ∙ ∙7)B∙V. Если i, (l≤f≤j) фиксирован, тогда (8(1. «").............. 8U. о)∙Γ<"1> = (?(,.. n,<m)+1)(,√">)...........?(«-.».<m)+1χs,>>(m))∙

♦) Здесь и далее имеется в виду сходимость операторов по норме.
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Доказательство. Пусть
Γ.=‰I‰+‰ ¾o⅛‰-1 +•'•• +
+ ¾)-ι∙-∙∙∙i^1 = (⅛m¾1-ι. 
r.-ι‰1∙¾r... ∙τ}fi=(⅛,‰1.тогда из вероятностных соображений получаем:tf0= ∑ И 4Γ=(∕√). ⅛m>=(Z,7). 4">≡Γ,u^Γn,w+1 л=1 1для всех Q<k<n ∣ι⅛*0 = (ι, z⅛(ra)+lj},
⅛0 = ∑ pl w<"0 = (∕, w2(w)+l), 4mj∈Γy U Γn2(wj)+, л=1 1для всех 0<k <n 11⅛"0 = (i, и2(?и)+1)},откуда, применив формулу полной вероятности и воспользовавшись матричной записью, получаем формулу V.Заметим, что
Σ ^(i', Ла (л1) + 1) (i, j) 1 

i = l

Лемма 5.5. Обозначим

(f'=l, 4
T^-TnTw.1 ∙ ... ∙7}+1 — (fS∕v¾ι= 1.

Если выполняютсяО < α0 ≤ au (к) < 1,
тогда существует предел".

iw
lim 7⅛^ = Ym (0<∕<+oo).
N→∞ * idДоказательство. Пустьшах
1 ≤ i ≤ s

(5.8)

(5.9)
(5.10)

где
ĄN), ∕<^o6{fWb i ≤i∙≤j}j r=l, jИз определения Tll имеем:'^!∕+0 = ai∕C∕+l).
'T+0=∑ ⅛(*+l)⅛''>,е=1откуда следует

> (s a0yv-'-1 ∙ a0 (a0 • 5 < 1 j
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i(N) ^,(tf+l) t(N)
lψT > fψ+i) > 7(7ö • (5.11)

a id -dРассмотрим функцию
Σ '<'!Λ,ι = l

y=-s-------------

Σ 'i'.τ/ = 1
!J

ti'.tl≥a0, 2 ∕i ≤ 1 J. Эта функция в D r = l fнепрерывна и монотонна по каждому ti при фиксированных остальных, по-
sэтому она принимает наибольшее и наименьшее значения на контуре tι = 1>

i =1 откуда получаем, что существуютf<N), fW)e{∕(N>r l≤i≤f} (r = l, d)и выполняются неравенства
2, tι∙t^Ψ>

η">(l-ou)+Γ}N>.a, “ f<N).αo+,ψO(i-<x,,)
Σ '∣∙'.τиз чего получаем

Į z-W+l) ,<w+ι) I l f<N)(l-α0) + f<N)α0 fyθ.a,+fP(l-"⅛) I
I ⅛w+0 ⅛w+l> Г| f^>(l-a0) + ¾">a. ~ f⅛">∙β,+f⅛*>(l-<⅛) Г

i 1 ι-⅜ <1 ⅞w I <~°⅞I ,T* bp Г 1+«; ⅞n> ⅛n> I’ i+«rТак как 1 > 1 - «g 
l+a≡ >0,

(5.12)
то в силу (5.11) и (5.12) следует доказательство леммы. Обозначим

fjyo=Γ<7.>.Tta>l∙ ... ∙¾ = (⅛λ°("≈)),s,.l (¾(">)+ 1 >^r)∙Лемма 5.6. Если существует (5.10), тогдаlim
N→∞

tį/Щт)
tff)(m) ~γid'Доказательство. Так как lim n2(m) = ∞, то в силу свойства I насто- 

m→x>ящего параграфа и определения (⅛w, (m)js имеем
⅛λγ)(w)≤⅛λγ,(∞+1)<1 ' (5.13)
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и Um ⅛w>(m) = ⅛,'0.откуда следует:⅛w>(m) ftfr> ж™ ⅛w<m) - f(N) •Теперь в силу (5.11), (5.13) и (5.14) можно записать (5.14)

lim
N→∞

tfff) (m) 
WM

= lim lim
N→∞ m→∞

⅛n> (m) 
l(fθ(m) ~^∙Итак, лемма доказана.Лемма 5.7. Пусть стохастическая матрица Т представима в виде

еде T' = (⅛l)h=l, T" = (c⅛)5itl=l αJz>O, a"z≥0 и

∑ a,∙∕<l, ι=l, s,
1 = 1

тогда существуют положительные и при этом единственные числа {ai}f=1, 
при которых матрицы T, = (aL,il∙aι)sij=l и Ž7* = (*“ * 0⅛), z ∣ стохастиче

ские и T=f, ∙ Т".Доказательство. Пусть T=(β∏)*z=1, тогда
βi∕= ∑ o⅛∙o⅛ (z', Z=l, s)

k=l

И
Σ ⅛= Σ a't ( Σ “«) ■
1=1 k=l 1=1откуда следует, что если Т" — стохастическая матрица, тогда и Т’ также стохастическая и, кроме того, если взять
∑ a⅛∕ = fl⅛ (& = 1, s),
1=1получим доказательство леммы.Теорема 5.1. Если выполняется условие (5.9), тогда существует предел 

не зависящий от функции n1 (т) и n2 (ти).Доказательство. Так как
Γ<m> = (∑ (ГУ-).?",

л=0
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то в силу леммы
¾=(-^g-r)',-1, ⅛=(⅛'"M'">),

∞ 5где ( 2 (rm)n) = (S∕70)h=ι> aimy= ∑ ⅛"0 - стохастические.
л=1 /=1С другой стороны,

/Ол) в(л1) t(N) ∕w)
±, ⅛Φ^⅛ ⅛0M=^λγ=¾W+1).откуда следуетr⅞")lim ^⅛Γ=''
m→∞ j

И lim Γ"=T^=(⅛)b.1,
m→ooгде ____
^ι=h (J, /=1, ■*).Так как ι — стохастическая матрица, то можно выбрать возрастающую подпоследовательность натуральных чисел {τM^}∞=b чтобы имело местоlim vj∙∕(w') = v,7≥0
m'→∞

И

lim ^ι' = (v∕∕)∕, ∕=ι>
m,→∙<x>откуда следуетlim 7<-'>=(v⅛)',. 1 • (vS)f , = (v,,)?,. l,
∕n'→∞где ∖∙∕ = ( ∑ v'ik) tι≈tι.

⅛=1Имея в виду, что*(/.». <™>+1) </.л (m) = '/ = ?". л (»)>получаем доказательство теоремы.Теорема 5.2. Если выполнено (5.9), тогда существует единственный 
вектор κ<∙00∖ удовлетворяющийton OT(U⅛J) = {«<»>},

m→∞

и, кроме того, он имеет вид:

κr, = (η(d. »)............. η(⅛∕))),
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где {η(α)ια∈Γ,} вычисляется с помощью системы стохастических урав
нений:

∑ η(a) (9ab<∞)+δ∙∙¾>(∞)) = η(b) (*<≡Γ∕),
aeΓj∑ η(*)=i∙
aεΓj

Доказательство. В случае возвратности (х&, n≥0) величины 2fl≡0, 
и доказательство теоремы получается из следствия 5.1 (даже без применения условия (5.9)).Если (xtf∖ n≥0) невозвратна, тогда можно выбрать возрастающую подпоследовательность натуральных чисел {m,m}∞=l, чтобы имело место

Ji∞oo ?(., Л ('. ». (m ) + l) = ««. >>'•

(5.15)

Теперь аналогично доказательству следствия 5.1 получаем

∑ η(β)=U

sΣ η(α)⅛(∞) + ¾( ∞) ∑ η(>)=η(*) (*eΓ,),.er7 i = l
∑ η(a)9.,∕=ηW (z= СЧ

aeΓj.

где {η(i) : /=1, — вспомогательные неизвестные, смысл введения которых очевиден.Выключив {η(O}f.ι из (5.16), получаем (5.15), откуда в силу леммы 5.3 следует доказательство теоремы.
Замечание 5.1. Условие (5.9) для теоремы 5.2 несущественно и использовано лишь для упрощения доказательства теоремы. Кроме того, ограничение (5.9) довольно общее и легко проверяется (например, можно оценить соответствующие вероятности снизу).Для того чтобы в общем случае теорема 5.2 (в несколько измененном виде) имела место, достаточно, чтобы состояния цепи (xį£), n>0) составляли один существенный класс.Доказательства этой модификации мы не приводим и пользоваться ею 

в дальнейшем не будем.



142 3. Навицкас

§ 6. Преобразование простых марковских цепей в непрерывныеЦель этого параграфа —описать способ эквивалентного преобразования простых цепей в непрерывные, так как для них критерии положительности состояний получаются в наиболее простой форме (например, теорема 1.1).Опишем одно полезное для нас преобразование, которое назовем „вставлением дополнительных состояний".Пусть имеем марковскую цепь (xn, и>0) со счетным числом состояний Е. Фиксируем состояние {α} и через S обозначим S={bi-.biεE, pab,>Q}"*v где
Pab = P{×,,+ι = b∖xn = a}.Предположим, чтоwfl<+∞. (6.1)Выберем целые числа 0<r<maπ 0<ri<r (где j=l, г) так, что
X ri≤wfl,
« = 1и образуем пары чисел {(i,j)} = S, где z=l, г и j=↑, ri. Сопоставим с каждой парой (i, j) любые состояния biεS таким образом, чтобы каждое состояние из- 5 принадлежало одной паре чисел (i, j) и каждая пара (z,y)∈^ имела хотя бы одно состояние из S, что, очевидно, возможно в силу определения пар (z, у). Совокупность состояний, которые присоединены к паре (i,j), обозначим через S (i, j).Образуем обрывающуюся марковскую цепь (j⅛,>, zz≥O) в фазовом пространстве E<a> = {a} и Š с границей 5 и обозначим условные вероятности перехода через один шаг: >0, если 5 = д, d=(i, 1), i= 1, г,>0, если s = (i, 1), d=at z= 1, г,>0, если 5 = (z, у), z7=(z, у+1), l≤y<ri,>0, если s = (i,j+ 1), d=(i,j), j= 1, г,—1>0, если s = (z, у), d=b, bεS(i, j), = 1, если d=s = b, bεS, ≡0 во всех остальных случаях.Состояния (i,j)eS назовем вставленными.С (j⅛β∖ h≥0) можно обычным способом связать совокупность гармонических функций {f(d)∙.dεE<a'∖jS}.Так как роль границы играет множество S, то существует система базовых гармонических функций {fb(d) : deE'a> и S, b∈S}.

Лемма 6.1. Существует совокупность условных вероятностей {qcd : 
: с, deEw∖)S}, которые определяют марковскую цепь (x<a∖ n≥0), и при 
них имеет место

fb(a) = РаЬ
1 ~Раа

(bεS).
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Доказательство. Воспользовавшись методом вычисления базовых гармонических функций, описанным в § 3, получаем систему уравнений:
x(a)≈ 2 x((,'∙ 1))• Чч, ι>.+ 1 >ι = l
х ((i, l)) = *(α)9a<i. ι> + x ((i, 2)j q,it 2><∣, 1> (i= 1, г),

х ((<. Л))=х (('. Ji - 1)) • ?ч, >i-ι> ч, jt> +■Ь-'- ((», Л+1)) Чч. Ji+1> ч. Ji> (2≤ji<rt, i=l, г),

X [('> n)) = X (('. ri - 1)) ⅞(i, ,i-ι> <i, ,i> (i = 1, г),

fb(a) = x(b) = x(μjl)y44,jt>b {bεS(i, J), i=lΓ~r, jι=~rt) ,

где x(b) = K(a, Ь), т.е. функция Грина. Будем искать {qcd∙.c, dεE<a> ∖j S}. Пусть I х (с), х ((z, /)) : (z, j)eš ∣ известны, тогда получаем
(6.3)
(6.4)
(6.5)где

^<i, ri + l) <i, rf> — θ> 4(i, r∕ + 2) (i,rl∙) — θ∙

Чч, j) <i, j —1> 1 j> b Чч, j) (i, J + l> C
beS (i. J)если отождествлять состояние (f, 0) c состоянием а и

х ((i, l))-x ((∕, 2)) q{it 8)(,∙. 1)
Ча U. 1> f •1+ Σ x(Uc∙ 1)),*(*. Do

Л=1Имеет место тождество:
(6-7)

∑ (x{(k, l)]-x[(k, 2))9α,j>tt,1Λ=l+ 2 x{(k, l))9<t,1,0. (6.8) 
k=l \ ' k = ∖
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справедливость которого проверяется с помощью прямой подстановки в 
(6.8) выражения {q5d} из (6.3), ..., (6.7) и формулы

∑ΛW=1,
beS

откуда в силу (6.7) следует, что

2 1> — 1 •

Из (6.3), ..., (6.6) видно, что если х (θ*,Λ) подобраны следующим обра
зом:

*(('. η))> ∑ fb(a) (i=l, г), (6.9)
be S (i, r į)

x(<i∙ /)) > ∑ fb (а) + х (('. j + 1)) -
be S (i, j)

-∙x ((*» 7÷2)j j+2) <i,√+ι> (*=1> r; j= 1, ri- 1), (6.10)

a x (а) вычислено по формуле

x<a)= ∑ *(('. 1)) ?«, ι>.+ l.
i = l

то существует решение ∙⅛d} исследуемой системы уравнений, являющихся 
условными вероятностями перехода через один шаг марковской цепи 
⅛>, 72≥O).

Доказательство закончено.
Из § 2 и 4 следует, что марковская цепь (х", и>0), определенная в Ео Š 

с помощью условных вероятностей 

Ad = ∙P{⅛∙ι = rf⅛ = ∙*} =
Ad.

<7sd>
0

если sεE∖{a}, d≡E, 
если dεE{)St
во всех остальных случаях,

эквивалентна (xn, w≥0), так как последняя отличается от вложенной цепи 
I типа в (х'п, n≥0) только преобразованием, описанным в лемме 2.1.

Таким образом, можно расширять фазовое пространство, соблюдая эк
вивалентность марковских цепей.

Теорема 6.1. Каждую простую марковскую цепь можно эквивалентно 
преобразовать в непрерывную.

Доказательство. Пусть (х<£), и>0) — простая марковская цепь в 
фазовом пространстве E={(iJ) : z=l, s, j=0, 1,2, ...}. Если каждое состо
яние (?, j) сопоставить с числом т по формуле m=s ∙j+i и обозначить че
рез В={1,2, ...}, тогда можно считать, что (х<£), h≥0) задана в В и писать 
(xJi£), n≥0) вместо (xf∖ n≥(j).

Очевидно, (j⅛w, h≥0) — простая марковская цепь и эквивалентна цепи 
(x∞, л>0).
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Pnm = P {4+l=">l4m = «}и I max(m-n) I =∕", ∣ min(w- n) | = Γn.

meSfl meSnПоложим r=2, r1 = Γn, r2=l'n. Образуем пары чиселS={(l, >)}'i1u{(2, √)}'",1.С (1,√) сопоставим состояние n-jy а с (2, j) — состояние n+j.Вычислим соответствующие условные вероятности перехода через один шаг дополнительных состояний с помощью вышеописанного способа* ’.

*) Если pπmr=0, где n>m'> n-l,n или n<m,<n+Γ'n, тогда положим ^«,у)Ш'=0, гдет 
сопоставлено с парой чисел (z, у), так как дальнейшие вычисления от этого не меняются.

Вильнюсский государственный 
университет им. В. Капсукаса

10. Lietuvos matematikos rinkinys, XII (3)

В результате, соответственно пронумеровав состояния расширенного фазового пространства, получим непрерывную марковскую цепь (xn, h≥0), эквивалентную цепи (⅛fζ λ≥0). Теорема доказана.Заметим, что это преобразование простой марковской цепи в непрерывную не единственно.В общем случае (xn, w≥0) получается довольно сложной, поэтому иногда ее можно упростить, отождествляя некоторые состояния в одно состояние.Пусть имеем непрерывную марковскую цепь n≥0) на фазовом пространстве (Λ× {n}) и пусть отождествим состояния (⅛,∕j), (⅛j8), •••
л —- О

..., (jk, ik) с соответствующими — (Z1,√1), ..., (lk,jk), тогда, если получим опять марковскую цепь (x.., w≥0), то в силу следствия 5.2 она будет эквивалентна исходной.Для марковской цепи после отождествления достаточно, чтобы выполнялось
P4k,jk>d P4k,jk>d'когда d≠(ik,jk), (lk,jk), а при d=(ikJk)t (JkJk)t P<i*,  4м и j*m - любые.Если состояние, получившееся после отождествления (im, jm) с (Zπι, jm), обозначить через (im, jm), то условные вероятности перехода новой марковской цепи (хл, ∕2≥0) будут иметь вид:^cd = P{in+1=Jliπ = c} =

pcd, если d, ce{(im,jm), (lm, Jm) ∙.m=l, k}, 
= P<ιm,jm><ι∙ если c = (im, Jm), d≠(im,jm), (lm, jm),

Р«„. Jm> ‰ ⅛> +P‰. j∙m> >m" если с = rf= (<m, ‰)∙
Поступило в редакцию

1.XI. 1971
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HOMOGENINIŲ MARKOVO GRANDINIŲ, DEFINUOTŲ SPECIALIOJE FAZINĖJE 
ERDVĖJE, ERGODIŠKUMO KRITERIJAI. II

Z. Navickas

(Reziume)

Darbe siūlomi nauji homogeninių Markovo grandinių, definuotų specialioje fazinėje erd
vėje, būsenų teigiamumo kriterijai, išreikšti sąlyginių perėjimo per vieną žingsnį tikimybių terminais.

Šioje darbo dalyje nagrinėjamos harmoninių funkcijų, surištų su tiriamos grandinės fragmen
tais, savybės ir aprašomas būdas, kaip galima vieno tipo Markovo grandinę perdirbti į kito tipo, 
nekeičiant jos ergodiškumo.

THE CRITERIA FOR THE ERGODICΓΓY OF THE HOMOGENEOUS MARKOV CHAINS 
WITH SPECIAL PHASE SPACE. ∏

Z. Navickas

( Summary)

The paper presents some new criteria in terms of one-step transition probabilities (see 1.18) 
for the ergodicity of homogeneous Markov chains with the special phase space.

In the second part of the paper the properties of harmonic functions connected with segments 
of the chain concerned are investigated. We describe a method of ergodicity preserving transfor
mation of one type chain to another.


