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О ЛОКАЛЬНЫХ ПРЕДЕЛЬНЫХ ТЕОРЕМАХ ДЛЯ БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИЙ 
СУММ НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ДИСКРЕТНЫХ ВЕЛИЧИНП. С. ВайткусПредельные теоремы, учитывающие большие уклонения, установленные В. Μ. Золотаревым [1], в настоящей заметке обобщены на случай независимых неодинаково распределенных дискретных величин.Рассматривается последовательность независимых случайных величин ξι. ∣⅛..............ξn. (1)принимающих только целочисленные значения с вероятностями

Pk,m = P{ζk = m}-Пусть [имеется семейство устойчивых распределений { G*k (х), 0<α<2, a ≠ 1, β = — 1}, для которых
‰(⅛)= f e'*dGal(x) = exp {ψt(A)}, (2) 

где ψk (Λ) = λk ha sign (a— 1), λk>0, A>0, k= 1,2, ....В дальнейшем будем предполагать, что функция распределения Fk (х) случайной величины ξk принадлежит нормальной области притяжения устойчивого закона Gak (х).Вводим обозначения:∙Sn = ξι + ξ2+ ∙ ∙ ∙ +ξ,, Pn(m) = P {Sn = m}, B%= ∑ λt, *=1
оо¾W= ∑ etaA,m. Ω*(*)=⅛(*)-Glrt(*).

т= — оо

оо ∞

V-t(m)= [ xmdΩt(x), vt(a)= f ∣ х |»∣ dΩk (х) |,
— оо —оо

ga (х) — плотность предельного устойчивого закона Ga (х). На последовательность (1) налагаем условия.1°. Существуют положительные числа I, K<∞, B<∞, такие, что 
l< Rk(h)<K, когда Q<h<B (к=\, 2, ...).2°. Существуют положительные числа L<∞ и когда когда 1 <a<2,0<a< 1, такие, что ∣ vk (a) |<£, к=1, 2,... .
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3°. При n→∞ и любом q≥2

In Bn Σ Rk(h) Σ ^ιrqPk,rq-^ 00»

когда Q<h<B.
4°. Для каждого п

п

Теорема 1. Если последовательность (1) удовлетворяет условиям 7°, 

2o, 5o, 4°, то при n→∞ равномерно по xn= ~ в интервале (1, о (В®-1)) » 

когда l<α<2, и в интервале (-1, -o(2^-1)), когда 0<a< 1, имеет 
место асимптотическое представление

п a
= ∏ Λt(A)exp{ —xnABn + (a-1) sign(a-l)(xna)a-'j (1 + o(l)j, (3)

®' Л-1

где h является единственным решением уравнения
п

Bnx,,= ∑ ln'¾(A)∙
Jt=l

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда при n→∞ отно-

и а' определено согласно (13).
Доказательство теоремы 1. Из условия 1° следует, что производящая 

функция моментов Rk (z) случайной величины ξk аналитична в полосе 0 < Rez < 
<В. Соответствующей функцией для суммы Zn=B~xSn будет

п

Справедлива формула обращения
γ+∣π п

в,pn (т)≈⅛ f ∏ Ą(z) e-¾dz,

где 0<γ<B, z = γ + ⅛, x,l=-=r
-an

Решаем уравнение перевала
п

X, в.= ∑ In' Rt(z). (4)
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Так как xπeR1, то можно ограничиться реальными z. Существование решения уравнения (4) показано в [4]. Пусть z=h является корнем уравнения (4). Возьмем γ=A и преобразуем последний интеграл
п

Вп Π mk h+iπ n -za,

⅛f.w-H≡b ∫ Π≡r-* и
Л—/те Л=1где mk = Rk (А) e~h°kt ak = In' Rk (h).Нетрудно проверить, что Rk(z) e~z°k mk 1 является характеристической функцией для случайной величины ξk, принимающей только целочисленные значения с вероятностями

_ ehm
Pk, m = Pk, m+ak∙ (6)Следовательно, интеграл (5) представляет собой значение плотности v„ (у) суммы ξχ+ξ2+ ••• + (и в точке у=0,

h+in n
v-(°)= ⅛ f

h—in k=∖

^≥-dz. 
mk (7)

Из (6) следует, что Mξk=0 (k= 1,2.............и), а из условия 1° - что функцияраспределения случайной величины ξfc удовлетворяет условию Крамера. Исходя из этого, для плотности vn tv) можно выписать асимптотическое разложение [5, т. 2]: при любом Nn^^4BnL3ι „ имеем⅞ v∏ О’) = ^y1g^∙ e 2 +lθι L3, л +
+ N,Θa exp j - min 2 α*(α> J N«) I ■ (8)

l a, q k=l ,где обозначено
B≡= ∑ Dξ4, B3L3,a = ∑ M∣ξ4-ΛfξJ3,

fc=l Λc=l∑ r*p I a¾≡r(mod⅞), ∣g∣≤ J ЛГ, J , -f<'≤f¾ — симметризованная случайная величина, для которой
p{ξ⅛=m}= A,m+.⅛n.

л= — ∞и минимум берется по всем таким а и qt(«, 9)=1∙ что а ≤ -* q, 1≤⅞≤2ΛΓ1,,
2. Lietuvos matematikos rinkinys, XII 4
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- -- _Из [2] имеем, что L3,n<Lfn. Поэтому можем взять Nπ = 4B%Lf n. В работе [5] для αk (а, q, ⅜ Nnj приводится неравенство:
⅛(a, Я, τ^rπ)⅛l PР{ ag≡,(mod9) } -

_ 1
2

Qt

-i<'≤i-1p{∣U∣>IIλγ1,}.Для установления порядка последнего члена в (8), покажем, что в наших условиях
τ⅛ Σ Σ '2p4-14-4 I I a ξk ≡ r (mod q) J → ∞ (n oo),

(9)

а ∏m 2 P I ∣S∣>ΛΓπ ∣< ∞.
∏→∞ Л=1 I fНетрудно убедиться, чтоD ξt = In" Rk (h), In Rk (й) = ψt (й) + In [ 1 + jgįg ] , 

где ωt (й) = Rk (h) - Rak (h).Далее ω' (А) — ωk (А) ψJ, (А) in' ⅝(i)=⅛ «й- sign(a- 1)+ ⅛-⅛⅜^ .и
_ ω⅛ (A)a - ωk (h) ωk (h) ψ⅛ (А) + ω k (h) R 'ctk (h) - ωk (h) ψ⅛ (A) ⅛ (h) 

[ωk(h) + Rak(h)]i

(10)

(И)

(12)
Очевидно, что μk(0)=0, fc=l,2, ... Не ограничивая общности, можно предположить, что μk(l)=0, A = l,2, ... . Вообще, всегда найдутся такие Zft≥l, что μk(0) = μk(l)= ... = μfc(Zk)=O, а μk(Zk + l) отличны от нуля или не существуют. ПустьZ = min Zk, a' = min (a, Z+1). (13)

кТогда при достаточно малом h из условия 2° получим<⅛W=*d' ⅜(°' • *).где I чк (a', h) | равномерно ограничены при всех йе(0, В’) для некоторого 
В' <В. Следовательно,ωt (й) = О (й“'), ω'k(h) = O(h,,'~,). (14)Исходя из этого, уравнение перевала (4) примет вид

х„ = a sign (a - 1) (Й5Я)’-1+PJ ^1 [c1 (и) й«’ ^1 + c2 й-'*«'1],где c1 (л) может стремиться к нулю. (15)
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Если хи>1, то следует, что
h>B~∖Так как случайная величина ξk имеет нулевое среднее, нетрудно убедиться, чтоMξi=lπ^¾(A)+3[ln-Λft(A)]≡.Следовательно,⅛ ^=2⅛*v¾W+3 į [ln"Λ(A)P.

Jt=l А=1Установим верхние и.нижние пределы для Nnt когда 
he(B~', В').В случае, когда 0<α<l, имеем
-R'ak(h)^ih-∖ (16)Используя это и (12), получаем
2 [ln*Λt(⅛)]8 = a,(a-1),A*1^4 £ λ∏l+c3(n) + Λ2-'→"- + <Λ*q, 
k=∖ Л=1где с3 (п) может стремиться к нулю, а az>a. Таким образом,

п п∑ λt(l+o(l))<∑ [ln"Λt(A)]2<2⅛ (1 +o(l))∙ (17)
A=l k=∖В случае, когда 1 <a<2, соотношение (12) можем переписать следующим образом:

ω' (Λ)≡ + 2ωjt (A) ωfk (Ä) ψ' (A) + ω8 (Ä) <∣⅛ (A)8 
[l+c∣⅛(A)exp {-ψ⅛(A) }]8

In" Rk (h) = λfc a Į a — 1 IAa^2 — ×

-2ψj, (A) ωA M - 2ωfc (ft) Ψ* (ft) - ω* (ft) Ψfc M + ω⅛ (Λ) Ψfc (*)* -ψfr (A) 
Xe + l+ω⅛(∕>)exp {-ψ*(A)} eЕсли hε(B~i, В'), то∣ωt(A)<Γ⅛w>∣<y, 

(18)

(19)и справедливы неравенства:ψi(Л) e^⅛ w < I h'1; ψ*(Л)e-⅛“> < lri.Исходя из этого, получаем
∑ [ln"Λt(A)P = a≈(a-l)2A≡*→ ∑ λ2t[l+ci(n)A  ̂+ cs^ 
к=1 к=1где c4(λ) может стремиться к нулю. Следовательно,.когда ⅛∈(⅛1,.7Γ), справедлива оценка (17).

2*
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n tРассмотрим сумму ∑ l∏ιv Rk (h). В случае, когда 0<α<l, имеем
к=\

⅛ιv Rk (Ä) = a (1 ■- a) (a - 2) (a - 3) λk Aa^4 +
ω1kv (h) - ωk (h) ⅛ (h) - 3ωk (h) <½ (h)- 3c⅛ (h) <⅛ (Λ) - ωfc (h) ψIv (h) 

ω*(A)+Λβfc(A)
3ωj (A)’ + 4ω⅛ (A) ωj (A) - 6ωjc (A) ω4' (A) ⅛ (A) - ω4 (A) ωj (A) ⅛ (A) - 6<⅛ (A)∙ ψj (A)

[ωt(A) + ⅛i(A)P +
3 ω⅛(A)ω^A)ψjJ(A)+ω*(A)ω^(A)ψJ(A) + ωI(A)Λ^(A) + ω^(A)Λ'lt(A)+2ω^(A)ψ^(A)¾t(A) 

+ [ωt(A)+Λ,*(A)]>

“t (A) *«'* (A) + <⅛ (A) 4⅛ (A) Λ' t (A) - 2ωt' (A) ⅛ (h) ⅛ (A)
[ω⅛(A)+Λat(A)]1

3ΨZ (A) ⅞t (A) + a>'k (h) ψt' (A) Λ't (A) + 3ωt (A) <|£(A) ⅛ (A) + ωt (A) ⅛ (A) ¾ (A) , 
[ωjt(A)+Λalt(A)F ' +

f (2ωλ' (A)*+ωt (A) (A) ⅛ (A) + <√ (A) ¾t (A)-ωt (A) ⅛ (A) R⅛ (A)) (< (A)+Λ't (A))T
+ L lωt(A)+Λβ⅛(A)]∙ J'Отсюда видно, что при h=B, главную роль будет играть членωt(⅛)ΨU*)%(A)∙

Имеем- я:* (Ä) = [λ* a (1 - a) (2 - a) A-3 + 3λ^ a3 (1 - a) A3β^3 + λ∣ a3 A3a^3] e^λ* *“ ,
НО χtA∙e-λ^∙<±следовательно,-%(*)<∣ (l-a)(2-a)A-3+∣ λta3(l-a)A∙-3 + ∣ λi≈3A3-3.Так как Ψ⅛(A) = — aAa-1λk, ωk(A)= O(Λa'), то при h=B, получаем, что∑ lnlvJMA)=∑ λ⅛ (l+o(l))-fc=l л=1В другом крайнем случае, когда h=B~λ, получим

Σ^A4-4+"' 2 λJ = A∙-* —±-' -j,-<A*~l.
(∑ S “'Л=1Следовательно, в этом случае главную роль играет первый член и
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Так как мы рассматриваем случай, когда 0<α≤l- то

п Г • л I
Bi>∑ λζ>∑ λi∙

Л=1 fc=l

Окончательно получаем, что
л п
∑ X? (l + o(lj)<χ in∙v⅛(A) + 3[ln^Λ(Λ)]S<^ (1 + 0(1)),' (20)
fc=l Jt=l ■

когда O<a<l.

Далее рассмотрим поведение суммы lnιvRk(h)t когда l<a<2.∙ Из’ 
⅛=ι

соотношения (18) получаем, что

lnlv Rk (Λ) = a (a — 1) (a — 2) (a — 3) λk Ax 4 +

+Σ
∕=1

_______ Kl (ħ, λfc)________ -∕ψk(A)
[I+ω⅛(A)exp {-ψjt (A) }]z (21)

где Kl (h, ∖k} зависит^т функций ωk (А) и ψk (А) и их производных по четвер
той степени. Если рассмотреть структуру Kl (h, λk), то можно установить, 
что при h=B, главную роль в (21) будут играть члены, в которые входят 
[ψk (Л)]4. После несложных вычислений становится ясным, что K1 (h, λk) со
держит ωk (A)2 [ψk (А)]4, а Kl (h, λk) содержит ωk (h)l [ψk (А)]4, 7=2, 3, 4. Но

Исходя из этого и (19), при h=B' получаем

X ln∙VΛt(A)=∑ Я (1 + 0(1))-
A- = l ⅛=1

При h=B~x имеем
Л

Σ λ4-∕A(4-∕)a-4 + ∕a'<^≡-4,

так как a'>a.
В этом случае получаем

į ln,vΛt(⅛)=⅛ (l + o(i))∙

k=∖

Таким образом, и в случае 1 <a<2 справедливо неравенство (20). Окон
чательно для Nn имеем

[į

k=∖
(22)
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В работе [5] показано, чтоУ r2P {αξk≡r(mod^)}>mm Р {ξk≠r(mod#)}. 
O< r≤q

Следовательно, верхняя оценка для Nn из (22) и< условие 4° показывает, что выполняется соотношение (9).Далее докажем справедливость соотношения* (J0). Для1 этого воспользуемся слабым неравенством симметризации [6, стр. 259]. Имеемр {∣⅛∣>^}≤2P {∣ξ,l>4 }•Исходя* из-неравенства? Чебышева, находим; что'
Но случайная величина ξfc удовлетворяет условию Крамера иMel⅛= Rk(u+h) 

Rk(h)гдеО<ы+А<В. Следовательно, используя условие 1°, получаем, что
Аналогичное неравенство справедливо и для Р {ξfc.≤ - Λfrt}.- Таким образом^ имеем оценку

∑ Р {∣U∣>^}≤Λ 4 е 2 fc=lНо
k=lа так как BJ≥ п8, то существует константа C<∞ такая, что для всех п

∑ р {∣¾i>^}<c.fc=lИсходя из этого и соотношений (5), (8), получаем, что при n→∞

∏ ¾We-x"'u'"(1+°(1))∙
Так как плотность предельного устойчивого закона имеет асимптотическое представлениеga(*n) = -τ= n 1 = eχp { —sign(α- 1)(1-a)(pB^)}(l+ o(l)j,

V 2π 2 ln"Λχfc(pBn)' fc=i



О локальных. предельных теоремах 23

где p — решение уравнения,
л«,*.=* ∑ ta'Λ*(p)t (23)

fc=l>то
√Σ Id* Rak (pRn) π=≈- ∏ ¾(A)exp{-x,AB,+

*=ι 
ln'¾(A)

+ sign (« - 1) (1 - α) (pB.'f } (1 + o( 1)) ∙ (24)
При помощи оценок (14), (16), (19) получаем при Λ→0, что

B~a X ln*Λk(Λ) = a∣a-1 ∣Aa-β + cβ(w)Aa'-a + O(A^'+a"β + Aa'+8a-a).
Jt=lСледовательно,

в„ In' Rak №)

In'/MÄ)

⅛V≠l
pV*≈

(1+¾(λ)A-'-*), (25)
где <⅛ (и) ограниченр и может стремиться к; нулю при n→∞. Из соотношения. (15) имеем.хж ⅛-a = a sign (a - 1 )∙A*r1 + c1 (n) ha'~1 + О (Aβ'+a~1),ГД9 <⅛(n). может стремиться к нулю при n→∞. Из уравнения (23) получаем, что

х„ Blπ~a = a sign (a - 1) ρa-1.
Тогда,

pa.-L=Äa-l+0.Äa'-I,

ИЛИ p=A(l+ Θ1Λa'^a),где. Θ и Θχ — ограниченные постоянные. Согласно (26) имеем 7⅛ = 1 + 0^'
(26)
(27)а так как

а
(pBS) = (^)τrs,то из (24), (25). и (27) получаем утверждение теоремы 1. Область изменения ха получается из (15). Теорема доказана.
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Доказательство теоремы 2 получается как следствие из теоремы: L Дей-« 
ствительно имеем

⅜f^ = exp {В‘ b⅛r (p-A)+⅛ ∑ in (⅛)]} (1 ⅛o(l>) = 

k~, г
= exp [5⅛ (p_A) + (A«_p«)+į į ln (1+ ⅛g.)]) (1 + o(l)).

Так как ... ∙ ∙ ∙ "'
⅛∑>(,÷⅛⅛H*'>∙

Zc=l

когда h достаточно мало, то, воспользовавшись, оценкой (26), получаем, что
⅞⅛p =exp { B,∙O(A-')} = exp .{ o(l)}→l, n→α>,

если только

(/ -7 (α-l).(a'-α)χ\ л
i-o [в; ))•

Теорема 2 доказана. ι .∕ ., i√)
Пользуясь случаем, выражаю благодарность проф. Й. Кубилюсу за 

постановку задачи и постоянное внимание.

Вильнюсский государственный . p Поступило в редакцию
университет им. В. Kaπcyκaca,i < 25.1.1972
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APIE NEPRIKLAUSOMŲ ATSITIKTINIŲ DISKRETINIŲ DYDŽIŲ SUMŲ DIDŽIŲJŲ'NU
KRYPIMŲ RIBINES LOKALINES TEOREMAS \

P. Vaitkus * , ,

{Reziumė) ∙.∙ ;

Straipsnyje apibendrintos rėtiniu atveju kai kurios V. Zolotariovo [1] ir A. A leškevičienės 
[4] teoremos.

Sakykime, kad ξj, 7=1, 2,...,n, yra seka nepriklausomų atsitiktinių diskretinių dydžių, ku
rių pasiskirstymo funkcijos Fį{x) priklausą atitinkamo stabiliojo dėsnio Gaι {x) (0<≈<2, ,⅛≠i 
≠1, ß= — 1) normalinės traukos sričiai. ι∙∙,''i
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Jei ξ, (ι=l, 2, ...,n) tenkina sąlygas lo, 3o, 4o, 20, tai tolygiai pagal xn = ^^~ iš intervalo (1,O(B*~ 1) j, kai 1 < a < 2, ir iš intervalo ( — 1, — O (B«~ 1)j, kai 0 < α < 1, galioja asimptotinė priklausomybė (3), kai n→∞./ /77 <α-1) <α'~α)∖∖ BnP∏(m)Intervale ( 1, olg II santykis —yy ekvivalentus vienetui, kai l<α<2ir n→∞.

ON THE LIMIT THEOREMS OF LARGE DEVIATION FOR SUMS OF RANDOM DIS
CRETE VARIABLESP. Vaitkus
Summary)Limit theorems of large deviations for sums of random discrete non-identically distributed variables in the case of stable limiting distribution Gα(x) (0<a<2, a≠ 1, β= — 1) are given.Let ξj, i= 1,2,... in be a sequence cf independent random discrete variables, the distribution function Fi (x) belonging to the domain of normal attraction of correspondent stable distribution The paper presents an asymptotic expansion for ratio ⅛⅞1Z!), when ξ∣(∕=l, 2, ..., n) 

Sa ∖xn)statisfy conditions l0, 3β, 4°, 2o, and xn = у belongs to the interval θ(B≈-1)j,if 1 <α<2,and 
belongs to the interval 1, — if 0<α<l.




