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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИХ РАЗЛОЖЕНИЯХ В ЛОКАЛЬНЫХ ТЕОРЕМАХА. Кароблис
1. РезультатыРассмотрим последовательность независимых одинаково распределенных случайных величин ξ1, ξ2, ..., ξπ, ... с общей функцией распределения F(х) 
и характеристической функцией f (t). От величин ξy (J=1, п) потребуем существования вторых моментов Z>ξj=σ2<∞ и для простоты будем считать Λ∕ξ7=O.Через Fn (х) и рп (х) обозначим функцию распределения и плотность нормированной суммы

п

<⅛ = Mξij и -Ą - момент и семиинвариант v-го порядка величины ξl∙.В настоящей статье исследуются необходимые и достаточные условия оценки остаточного члена в локальных теоремах с асимптотическими разложениями
λW~ψW+ ∑ (y=-∫, pv(-<i>)(x)

при βs=Λf I ξy ∣s< оо и λ→oo, где φ (х) = L, / 2 , а Pv (-φ) (х) определены так же, как и в [1, стр. 244].Следует отметить, что И. А. Ибрагимов в [5] получил необходимые и достаточные условия для
O<δ≤l, а также аналогичное соотношение для решетчатых величин.Следуя И. А. Ибрагимову [6], зададимся числовой последовательностью Sι=O, α2=l, α3, ..., αs, где α3, α4, ..., αs — произвольные числа, которые будем называть „моментами". По этой последовательности с помощью равенства

1-3

построим семиинварианты κ1, κ2, ..., κs. (1)



54 А. Кароблис

Воспользовавшись формулой (10) ИЗ [2] ДЛЯ Р (—φ) (х), положим ΛH)W=<I>(*) ∑ rx!rβ!...rv! (^3∣) (≠) ' ’ ’ ( (v+2)! ) x 
×H3rl÷4rs + ...+(v+2)rv(x),где суммирование производится по всем целым неотрицательным решениям уравненияr1÷2ra+ ... + vrv = v(x),а

m 

н (r∖-m∖ VHm(x)-m∖ 2, ∕∣(m-2∕)∣2' ’/=0
Теорема 1. Для того чтобы при n→∞ равномерно по х имело место 

соотношение
s-2 S-1p.W=φ(*)+ ∑ (∣⅛^),Λ(-φ)W+o (л 2 ),

необходимо и достаточно, чтобы1) существовало целое число 7V≥1 такое, что maxp7√(x)<∞j2) абсолютные моменты распределения F (х) до порядка s включитель
но были конечны, причем α1 = α1, a2=a2, ...» as = äs;3) f xs dF(x) = О (z~1), z → оо;

I X I >χ4) ['x∙÷1<tf(x)=O(l), z→∞.
—z

Теорема 2. Для того чтобы при n→∞ равномерно по хs~1 ⅛-ι
AW∙φM+ ∑ (y^)v A(-φ)W + o (« 2 ) 

необходимо и достаточно, чтобы1) выполнялись условия (1—2) теоремы 1;2) f x, dF(x)-o(z~1)',

3) lim f xs÷1<tf,(x) = as+1.
Z→B

—zДалее рссмотрим случай решетчатых распределений. Без потери общности предположим, что величины ξj∙ принимают целочисленные значения. ПоложимΛ(*)=p{ ∑ ξ,-*}. y=y*-⅛%∙

j=l

k = 0, ±1, +2, где m= kP {ξj= к}.
k≈-ao



Об асимптотических разложениях в локальных теоремах 55Теорема 3. Для того чтобы при n→∞ имело место соотношение

σ V ΛPn(*)=φ(y)+ £ Λ(-4>)W + o (« 2 ) 
необходимо и достаточно, чтобы1) общий наибольший делитель разностей различных значений, при
нимаемых с положительной вероятностью, был равен единице',2) выполнялись условия (2—4) теоремы 1.Теорема 4. Для того чтобы при n→∞

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия (1) теоремы 3, (2) 
теоремы 1, и (2-3) теоремы 2.2. Леммы
и

Следуя Ц.-Г. Эссеену [8], введем обозначения: λv = supz f xv~1dF(x)
z>0 J

I X ∖>zpv = sup(∣ ∫ xvJF(x)∣+z ∫ xy,~1dF(x)^, v≥2.
2>0 ∙fx∣≤z ix∖>zЛемма 1. При v≥2 всегда

Pv ≤ у Pv+ι • 

v^rДоказательство. При нечетном v справедливость леммы очевидна,так как

(2)

ε =

p,≤βv, а βv≤β∕++1' .Для любого е: 0<ε<l и четного v имеем av= ∫ xy,dF(x)+ ∫ xvΛ5*(x)≤εvav +
2 2 

lx∣<εavv ∣xl>ea^,Следовательно,
2 ⅜+ιλv+1>εavv f xvdF(x)≥ ε(l-εv) <×v v .

2

Iх∣>ea^Функция ε(l- εv) имеет максимальное значение 1

∫ X,dF(x).
£
v

)x l>eαv

2 •
(v+l)v

------⅛ . ПРИ

(V+1) v
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Тогда
V+1 λv+l ∙

Так как λv+1≤pv+1 и при четном v αv=pv, то pv≤ --^ζ1 ∙ pvv4+^11 .
Лемма 1 доказана.
Следствие 1. Всегда при v≥2

(3)
Замечание 1. В дальнейшем мы будем пользоваться только следующими неравенствами:

pv≤2p∕ и βv≤2p∕, при v<s, (4)существование которых следует из следующих соотношений:pv≤βv≤β^≤2p∕. (5)
Лемма 2. Если случайная величина ζj (j≈l, п) имеет нулевое математи

ческое ожидание, то∣κsl≤4(j- l)!pj.Доказательство.Поскольку κv≤ (v — 1)! βv (см. лемму 4 в [7]), то в силу соотношений a7≤ pv, (1) и (4) получаем
5 — 3 5—3 5 —⅜~ 1 у+1IκJ≤Ps + 2 (∕-v-∖)∣ Ps-v-ιβv+ι≤Pj+ 2 (∕-v-i)! ¼ Р* ≤
V=l V=l≤( 4(j-l)l + Σ (j-v-1)! ) 1)!pi≤4(∙y- 1)! рз»v=lтак как выражение в скобках меньше единицы.Лемма 2 доказана.

Замечание 2. Семиинварианты можно оценить еще и так:1) при четном v∣κv∣≤(v-l)!p√, (6)2) при v<s∣κ,∣≤2(v-l)!p∕. (7)Эти неравенства следуют из оценки | κv ∣≤(v-l)! βv и соотношений (4).
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При доказательстве двух следующих лемм нужны неравенства:
I 1

1 2 1 
β*V-2<f9s~2 ∕Pj±1V"2 
σs ) ∖ σj+1 / (8)

(9)доказательство которых вытекает из очевидного неравенства
i i (10)Лемма 3. Пусть ζj (/=1, п) имеет нулевое математическое ожидание 

и Ps+ι<∞, тогда приδ-J , если s — четное число (s≠2), в интервале ∣f∣≤^ —)s~2 »( 1, если s = 2 или s —нечетное число (s >2), 
в интервале

имеет место неравенство

здесь c (s) — постоянная, зависящая только от s.Доказательство. Пусть s—четное число. Из того, что ps+ι< ∞, в силу следствия 1 следует, что βs < оо. Поэтому
∕ω= ∑ ∫ (e-- ∑ dF(x)=

v=0 —со v=0

1

= Σ
v=0

(⅛)v<×v ,
v! -t^

IГI
f Г (itxY+∙L

J L(J+1)∣

Tr-∣

θ1(∕7x)5+2 
(5+2)!

] dF(x)+

+ ∕j^-⅞rw>∙,∙* > iriгде ∣θl∙∣<l, i= 1, 2, ...Введем вспомогательную функцию Λs(z)= f xsdF(x).I х l>z
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Очевидно, что
1 1

11; 1/1
f x∙÷MF(x)=-∫ x<≈Λζ(x)=-∣f∣→Λ1(p)τ) + ^ 1 о

1 г I

1 1
iri l/Į

+ 2 [ xRs(x)dx≤2 f xRs(x)dx.Ö oТаким образом,
∕ω=∑

v=0

+ 4⅛⅛^ Г xRΛx)dx+(s+ l)∣∕∣^1Λs (77τ)] =
О_ (⅛)vocv l θ4 5+2 Į Г 1д+1

v=Oи, следовательно,'(+)-∑
vi (s+l)! ps+1

(II)

где
Далее обозначим'(+)-1+t,∙

u= 2 (⅛)v «v + θ⅜ I t ∣f+1 Ps+iv=2 vlσvΛ2 j!σ*+1π 2При ∣∕∣≤⅛- Γ-≤^V-2, имея в виду (8) и (10), получим, что ∣tflt<-i ∙ 
Oj ∖ Ps + 1 ∕ oРазложим в ряд логарифм характеристической функции

s+2

Ь/Ш-Ь(1 + СО- ∑ (-1Λ^+≡l-∙
1≤7≤∣

sВ силу неравенства βs≤2pjs+1l легко заметить, что ряд

1
(12)

j
Σ
v=2

(⅛)v≈v
мажорируется рядом

£ 1 ∕27pj¾r∣r∣Y2*2v∣∖ σy^ /•
v! σvn 2



Об асимптотических разложениях в локальных теоремах 59Те члены, в которых степень t меньше 5+1, образуют семиинварианты до 5-го порядка включительно, а члены, в которых степень t равна или больше .5+1, приводим к виду остаточного члена
1°z(τ⅛)∖ξM⅛)'+

(13)∖ σ]∕n 'тде суммирование Σ' производится по всем целым неотрицательным решениям уравненияZ1 + Z2 + ... + Zs =√, 1 ∙ s+2
1≤7≤-2~и 2Z1 + 3Z2 + ... +(5+ l)Zi≥5 + 1.

£ _1_d 2sp∕++ι1∣r∣Выражение -------^7=— в силуσ ]/ п
меньше

J+2 единицы. Так как число членов в разложении (12) по степеням t меньше 25 2 , то окончательно получаем, что
J÷2e. J 2 ∣fls+1pj+ι

5-1 5+12 2 σ,+1π 2В случае, когда 5—нечетное число, вывод последней формулы ничем не отличается от вывода в [1, стр. 219-220].
._ + iВ силу формулы (14) при 111≤- д ■ (------ г-2 имеем

1“/" (7⅛)- Σ ^⅞+e,jJ lr,⅞1∙v=2 vlσ^ 2 2 2 os+1n 2Введем многочлены Pv (it) и Pv (И):

+∑j='÷∑(⅛W'>÷ Σι(-i⅛p.<⅛* v=1 (v + 2)l σv∕f2 , v=1 v=∙s^1где Р, (it) — многочлены, в которых κs+2=κa+3=.. .=0.

(14)
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И

Тогда
5-2∕-U)=≈p∣ ∑

l v=0 (v+2)!σv+aΛ2
=e^y (1+Σ (τ⅛)vΛ(ft))+Λ,ω.

з+2
⅜, 2 ∣<z÷>pw

5—1 5—12 2 σs+1n 2
(15),Здесь

з+2, 2 θ.l>∣,∙,∙1P,÷
5—1 з— 12 2 σs+1n 2

+.-⅛ j∕-<''>(⅛)∙- (16>
iВ силу (8-10) в интервале 2∞ ∖ Ps+1 /

j

Σ
v=3

×v (⅞)v 
у—2 

v! σvπ 2

2 (v-2) 
_L о 5-2

≤'2 Σ —
v=3 2

УП

≤4t* Σ v(85Γ-≡ ≤ 18
у=3

≤Σ j¾≤
v=3 м 2 vσv п

l [⅛ terr ⅛r <

(17>
expp⅛'-'⅛ 1I 2 2 σs+1n 2 J×exp[ ⅞∙l,r⅛- ( 2 2 σs+1n 2Осталось оценить
Σ Λw(1⅛y. при

5+2
■У 2 θ8∣M∙y+1p5+1 y

5-1 5-12 2 σs+1n 2∣≤cω -Lf-!-+¾ /20.
' σs+1n 2

(18)

i ∖ μ '» /v=s—1Согласно (19) из [7] и (8) получаем У 1^<Z< 4/ZI
/=1
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Отсюда и (16-18) вытекает, что⅛ω≤ 5-1 /’

Случай, когда s=2 или 5 — нечетное число (j >2), доказывается аналогично, только при доказательстве последнего всюду вместо неравенства (8) используется i i (19)справедливость которого следует в силу равенстваßs»=Psv. v=l, 2, ...Лемма 3 доказана.
Лемма 4. Если случайные величины ξj∙, j=l, п имеют нулевые матема

тические ожидания, ps+ι<∞, и выполняется условие

f x,dF(x) = o(z^1), (20)
lx∣>z

то при

s 1 если s —четное число (s≠2), в интервале ∣z∣≤
^(V∏Fr (≤2V⅛,≤ gj ∖ Pj + 1 /1, если 5 = 2 или s — нечетное число (s > 2), в интервале

справедливо неравенство∣∕.ω- e^γ (1+∣' (1⅛∙),λo∙o)!≤

≤C(j) 5-1
ε(w)∣∏1÷1

п

где функция ε (и) зависит только от n и lim е(и)=0.n→∞
2
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Доказательство. Пусть s-четное число. Легко заметить, что
∕ω-e (1+ ⅛ «v)= /V- ∑ -(T)

v=2 — 00 v=0

(⅞r+ι 
U+l)!

[ xs+1dF(x) + θ1r+tt f xs+tdF(x) +

∣Λ1≤4f ∣*∣≤Γ7T
Согласно условию (20) первое слагаемое — последнее — о (∣ t ls+1), а второе слагаемое можно i∏⅛α∙+1+°(i'∣'+l)'записать в виде

1 1
Iri Иθ√s+2 f x*dRs(x) = b1fRs (-∣7i-) + θUs+s f xR(x)dx = 0(it∖'+l).

ö öСледовательно,
s+l∕ω=ι+ ∑ j¾^+<>(∣σ+1)-
v=2

(21>
В случае, когда s —нечетное число, из определения ps+1 следует конечность абсолютного момента (s+l) порядка, а тем самым и разложение (21).Далее обозначим1'=Λ.-⅛)-'≈∑x+l

v

v! c'>n2Следовательно,
*+2

,"∕t⅛)-∑<-,>∙" v+°

i+2
2 

= Σ 
v=l

(-Dv+1
V

∕∑ Λ-

V-2 ∕lσ'n2

Отсюда при ∣d≤ J

(1∕λ)s+, ∕σ5+1

8j I
1f ——V-2 легко заметить, что ∖ Pj+i ∕

in∕.ω-∑ -j⅛+<>
v=2 v! σvn 2 (тВ
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≤
( s+1 ) ( s+1 1Λ(0-exp ∑ -*⅛ =exP ∑ \ П— / 

е — 11 v=2 v!σvΛ 2 ' 1 v=2 v!σ*Λ 2 '
у—2

v!σvΛ 2-∣∙hMSsw¼Далее ∣l+1e 3 (22)
exp J

l=2 i м v! σv п

/ $+1

Λ(ft) +÷∑(⅛)⅛>]∙где Pl (it) — многочлены, в которых κs+2 = κs+3 = ... =0. Согласно (19) из [7] и
со

(8) получаем
00

l=s

≤ 23ψ (*+2
l = s

£ 

J 1
Z9-ψ-5

" ≤

л2 1=з

s—1

(23)

*-1 ∖σ*+ι∕

п “Отсюда и из соотношений (22—23) следует справедливость леммы четных s. Случай, когда 5=2 или s— нечетное число (s>2), доказывается аналогично.Лемма доказана.
при

Лемма 5 (см. [8]). Для ∣ г ∣ ≤ А. Р.Уn имеет место неравенство Рзkn(⅛)≤e^τ∙
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Лемма 6. Пусть выполнены условия:
1) случайные величины ζj (J=1, п) имеют ps+ι<∞, (s≥2)',
2) существует N такое, что max pN (х) < C< ∞∙t тогда при n→∞ равно-

X 
мерно по х

5-2 5-1

λW=ψW+ ∑ (i⅛)v∙pv(-ι,)(χ)+0 (" 2 )•

Доказательство. Пусть n>2N. Тогда
5—2 ао

Р»(×)-<f(x)-∑ ( y⅛), p,(-φ)(x)--⅛ ∫ e-to'[Ä(t)~g(01Λ,

где
5-2

5(∕) = e 2 (l+∑(^)vΛ(ft)).

Далее, полагая
v=l

T 
∙l sn

имеем

V л Į<t2Λ7⅛^ θ∙S ∖ p5 + l /
Vn Į σj+1 ∖5^⅛8∙s \ ₽5 + 1 /

если j —четное число,

если s = 2 или s — нечетное число,

∣aW-ψW- ∑ (у1-)’Λ(-φ)(*)

+

' 5—1

Согласно лемме 3 ∕1=O (п 2 ).

В силу леммы 5 ∕2=O (п 2 j, при n→∞.
_ 5—1

Очевидно, что I3=O (п 2 ), при n→∞.

Осталось оценить Z4. Так как функция распределения Fn (х) имеет плот
ность, то существует положительная постоянная с такая, что

sup l∕Wl = e^c∙

1И> 94рГ
По равенству Парсеваля

A f ∣∕(r)l"rΛ= f p2κ(χ)dχ.
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Из двух последних соотношений вытекает, что
Z4≤2πσ]∕ ne~c(n'aN) J p2n(x)Jx = O (n 2 j

— ooпри n→∞.Из полученных оценок для интегралов I1-I4, следует справедливость леммы 6.Лемма 7. Пусть выполнены условия (1—2) леммы 6 и условие (20). 
Тогда при n→∞ и равномерно по х

5—1 _5—1Λ,(x)=φ(x)+ 2 (∣⅛)vp*(^φ) (x) + 0 (" 2 )•
Доказательство существенно не отличается от доказательства леммы 6, только здесь вместо леммы 3 используется лемма 4.Лемма 8. Если одинаково распределенные решетчатые случайные ве

личины ξj (j= 1, п) взаимно независимы с максимальным шагом распределе
ния h и ps+ι<∞, то при n→∞

p.M=φω+ ∑ (77)vpv(-φ)ω+0 (« 2 )•
Здесь

P.(k)=P { 2 ξj=na + kħ I, 

i 7-1 1

а fc = 0± 1, +2.............
У=Ук» =

h (к — т) 
σ j/ п »

где

т= 2 kP{ξj = a + kh}.
k=-<x>Доказательство. По определению∞Λ(')= X J,yPiXk)

k=-a>и по формуле обращения
na V п

,∙<i>-=i⅛- ∫ ∕.ω<-'<^∙
na V п

" h

5. Lietuvos matematikos rinkinys, XΠ 4
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ДалееĮ Λ(fc)-φO')- ∑ (y^r)v ∙pv(-φ)O,) ∣≤
≤⅛[ f ∣Λ(t)~g(t)∣dt+ f [g(t)ldt+

+ f IZ,(O∣<*]=A+Λ+V (24)

Интегралы Z1 и Z2 оценены при доказательстве леммы 6.
Согласно утверждению, что шаг распределения максимальный только- 

тогда, когда модуль характеристической функции величины ξy в промежутке
0<t<%- меньше единицы (при i=^- равен единице), для любого t из ин

тервала (τsπ, πσ^n \ можно найти такое с> О, что

Таким образом,
s—1

Лемма доказана.
Лемма 9. Пусть выполнены условия леммы 8 и условие (20). Тогда при 

n→∞ и всех к

Доказательство этой леммы приводить не будем, так как оно повторяет 
доказательства предыдущих лемм.

3. Доказательства теорем

Доказательство достаточности теорем 1—4 следует из лемм 6—9.
Сначала докажем необходимость условий теоремы 3. Доказательство 

будем вести по индукции. В качестве базы для индукции можно выбрать необ
ходимые условия теоремы 6.1 из [5] при s=2, которые можно рассматривать 
как необходимые условия справедливости соотношения

∣σ]∕ nP1,(fc)-φ0>)∣ = O (л 2).

Очевидно, что условия теоремы 6.1. из [5] в этом случае эквивалентны 
условиям (1 —2) теоремы 3.



Об асимптотических разложениях в локальных теоремах 67Допустим теперь, что условия (1 — 2) теоремы 3 необходимы для того, чтобы
s-2 j-l∣∆,,j(fc)∣=j VΛ∕,.(fc)-φW- ∑ (γ⅛), p∙(-f)(y) |=о (« 2 ).

где j≥2, и выведем отсюда, что они необходимы и для выполнения равенства ∣∆,.s+l(*)l = θ(n 2). (25)Введем функцию А (/), определив ее в интервале [—π]∕5i, π]∕ и) равенством
A(t)=

и пусть
Отсюда

О, если t ф [О,
со /

ik -∑ ⅛e
fc= — оо

k 2π ^∣∕ п π / л
f e-'t 

-π V л
i 1=⅛r∣∕'<,-'>exp

v=l1].
j⅛), если f∈[0, 1],v!« 2 J

t

v"n A(t)dt 1 =
!

itk
ev-. сУп

Я(О=
1

Из (24) следует равенство
π / л

∆.,t+1(⅛)= f [fn(t)-gn,s+1(f)le-^dt-r(∕c),

—π V л

(27)
где r(fc)= [ e-"'gs+1,l(t)dt=O (л 2).

lrl>π∕ лПо равенству Парсеваля, условию (25) и оценкам (26), (27) найдем! f [Λ(0-⅛l+ι(01^(0Λ ∣=∣ ∑ (∆,,s+1(Ar)+r(fc))⅝∣≤ -я/л *--- --
≤ (∆n, s+1 (fc) + г (k)} 2 I ¾ I ≤

к= — со≤2C]∕ «max (∆n.s+1(fc) + r(*)j ∑ ≤
k ⅛=0≤Cmax (∆,,s+1(fc) + r(*)] = O (и 2).

5*
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fe соответствий c индукцйоннйм йредйоложенйемH÷⅛⅞m*)∣∙п п ,
где

lγ'h⅛)l=0(⅛)' при '->0-
Дальнейшее доказательство почти ничем не отличается от изложенного 

⅛ fe, стр. 514-517].
Доказательство условий необходимости теоремы 1 ничем существенным 

не отличается от доказательства теоремы 2.
Условия необходимости теорем 3 и 4 доказываются также методом И. А. Иб

рагимова [6, стр. 517—519].
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APIE AS∏VfPTOTINIUS SKLEIDIMUS LOKALINĖSE TEOREMOSE

A. Karoblis

(ReziuOie)

Įrodyta, kad I. Ibragimovo (žr. [6]) sąlygos yra būtinos ir pakankamos gauti liekamojo nario 
atitinkamos eilės įvertinimui skleidinių lokalinėse teoremose.

ON THE ASYMPTOTIC EXPANSIONS IN THE 1OCAL THEOREMS

A. Karoblis

{Summary)

It has been proved that I. Ibraguhov [6] ėonditičns *arte ⅛hfricientzknd<fleces⅛ry in the esti
mations of the remainder term in the local theorems with asymptotic expansions.


