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Определение. Вещественное случайное поле ξ (t, s), определенное на 
[β1, α2] × [⅛, Z>a] будем называть полем с независимыми приращениями, 
если для всех a1=t0<t1< ... <*n≤αa> b1=s0<s1< ... <sm≤⅛ случайные 
величины ξ (∕0, ⅞),

ζ(⅛* ⅞) ζ(⅛> ∙yθ)* •••» ⅜) ∙⅞)> ζ(⅛* ,^1) ζ(⅛∙ ⅞)> •••»
ξ(⅛, Jm-1),∆'∙∆'.ξ⅛,¾), ...» ∆'*-∆''-xξ(⅛, Sl), ...,

∆'"-∆'"- ξ⅛, sm)

независимы; здесь

∆'k-i∆s∣-^(tk, sι) = ζ(tk, *∕)-ξ(⅛-ι, ⅛-ξ(⅛, Sl-1)-
смешанная разность, которую дальше будем называть приращением, 
k≈∖, п, Z=l, т.

Заметим, что если tn = t, sm≈s, то

5(6 *)=∑ ∑ ∆'t-1∆*'-4(⅛. ⅛)+(5(6 ⅜)-5(⅛, ⅞)) +
Jt=l /=1

^)-ζ(⅛> ⅞)j"bζ(Z(h ⅞)>

«■ J
^-rΔtJ-pξ(ti, sj)= ∑ 2 Δ^-χΔ,∕-χξ‰ Ą);

fc=∕-r+l l=J-p+l

i J
ξ‰ Sj)-ξ(tl-r, sj)= ∑ 2 ∆*fc~1 ∆^~1 ξ(t∣c, sl) +

fc=∕-r+l /=1
+ ξ‰ ⅞)-ξ(Zf-r, ⅞),

где 0≤r≤z≤π, 0≤p≤J≤w.
В дальнейшем будем предполагать, что ξ(t, b1)≈ξ(a1, s) = ξ(a1, b1)=0.
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Конечномерные распределения поля с независимыми приращениями определяются распределениями приращений:
л т

fιt..... ......... ≈m(λn............... λ,m) = Λfexp∣2 Σ λ√ξ⅛∙ ⅞) =
7=1 Л=1= Λfexp∣i[∑ 2 ×j>rΔ'∙Δ-,∙ξ(⅛. ¾)+...+∑ 2 λf×

p=l r=l p=j г=к

×blj->∆>->ζ(tj, ¾)+...}=∏ ∏ V| st ι.,. ,k (į 2 x,r),
7=1 k=∖ p=j r=kгде <PV-l.SÄ-l:r7,^(X)=MeXP^,XA'/_1 5*)}∙Примерами такого случайного поля могут служить винеровское случайное поле (см. [5]) или случайное поле ξ(r, ξi,∙, где ~ незави-

Λ≤r Sj.≤Sсимые случайные величины
a1 = tQ<t1< .,. <tn≤a2, b1=s0<s1< ... <sm≤b2,ξoo = ξoj = ξio = θ. *=1> n, j = 1, т.Пусть

А* ξ (t2f s2) = 0, lim MI М Δ'* ξ (t2x s2} р=О,
∕x→∕1-0 
Sι→s1- Огде ξ (t, 5) — поле с независимыми приращениями, удовлетворяющее (1).ПолагаяF((, j)=¼∣A'∙.A'∙ξ(f, $)|2,ζ(['l. *2)×[⅛ ¾)) = ∆'*∆*ξ(f2, s2),

m([∕ι, G)×[¾, 52)) = ΔziΔji F(∕2, s2),можно легко убедиться, что F(t, s) является функцией распределения на [<¾, α2) × [¼, b2). Таким образом, получаем, что ζ — элементарная ортогональная стохастическая мера, определенная нд разложимом классе прлуинтервалов [r1, t2) × [j1, s2), структурная функция т которой допускает продолжение до меры, определенной на σ-алгебре борелевских множеств из [αx, a2] × [∂1, Z>2].Определение. Bydęy говорить, что f (t, s) имеет ца fr⅞, α2] × [Z>1, Z>2] 
не менее к е-колебаний по переменной t, если существуют такие точки 
h<t2< ∙∙∙ <^⅛+ι, принадлежащие [a11 a2], что sup∣∕(∕l∙, s)-f(ti-1, s)∣≥ε, __________ ⅛1≤S≤⅛1 ž=2, fc+1. Максимальное из чисел ⅛ назовем числом ε-колебаний по пе
ременной t.Определение. Функцию f (t, s) будем нрзыврть квазинепрерывно й, 
если для каждого ε>0 f (t, s) имеет лишь конечное чирла е-колебрниц по 
каждой переменной (c⅛. (6]).
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Если f (t, s) — квазинепрерывная функция, то можно показать, что для каждого r∈[αb α2], *e∣⅛, ⅞] существуют пределы при f→4 + 0, 5,→s + 0, и сходимость f(t', s) к ∕(r±0, s) равномерна относительно s, a f (t, s,) сходится к f (t, j±0) равномерно относительно t.Пусть f (t, s) — функция, сепарабельная относительно множества N= 
= T× S, всюду плотного на [αi, α2] × [¾, ⅞], где T= {∕0, t1, ..., ti, ...}, S= 
= {s0, s1, ..., sj, ...}, a1<ti<ti+1≤a2, b1<sj<sj+1≤b2, i, у=1, 2, ... .Обозначим h≡=v' (N) число e-колебаний функций f (t, s) на N по переменной t. Тогда существуют точки t{>t!i< ... <t'n+1, принадлежащие Т, такие, что sup ∣∕w. ∙y)-∕‰ι, s)∣>ε, fc=l, п. Sfe(bl, ⅛i]Из сепарабельности f (t, s) относительно T×S следует, чтоsup ∣∕⅛, s)-f(t'k+1, s)∣=sup∣∕⅛ J∕)-∕‰b *∕)∣∙ (9Х

se[bl, 6J sleS ∖^)

Используя равенство (2), аналогично теореме 2 § 9 [3], можно доказать следующую теорему.Теорема 1. Если f (t, s) — сепарабельная относительно N==T×S функ
ция, то v⅞ε([α1, α2]×[⅛1, ⅞]) ≤3v' (T× S) + l. Имеет место аналогичное 
утверждение и для v56c.Предположим, что ξ (t, s) — стохастически непрерывное поле. Тогда можно показать, что для всякого плотного множества существует случайное поле ξ' (t, s), сепарабельное й стохастически эквивалентное ξ (t, s).Лемма. Пусть ξ (t, s) — поле с независимыми приращениями,

P{∖b>^(tn, ¾)∣≥ε}<α (3)
для всех k<n, l<j<m, где a1≤t1<t2< ... <ln≤a2, b1=s0<s1< ... <sm≤b2. 
Тогда

P{ sup lξ⅛fe, sj)-ξ(t1, sj) I ≥ 2ε}≤
2≤Λ≤n 
l≤y≤mP{ sup [ξ(⅛, J√)-ξ(rι, Sj) ∣>ε}≤ •Доказательство. Обозначимξy = ∆r*-1 Δ,^-1 ξ (ri, lyj∙), i = 2, n, j = 1, т.

Заметим, что
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Тогда P{ sup ∣S'w∣>2ε}=P{∣S21∣>2ε} + 
2≤fc≤π
1 ≤∕≤m÷ У? Р { I *S>aι I < 2ε }, ...» I S,2∕-ι I < 2ε, ∣S2∣l≥2ε} +

/=2+ ∑ ∑ P{∣Sa∣<2ε..............I‰∣<2ε................. | St.lm I < 2ε,
fc=3 /= I∣Skι)<2ε, ...» 1 Skι-11 < 2ε, ∣ Skι ∣ ≥ 2ε }.Ввиду независимости ξy и условия (3)

Р {I *⅜ι I < 2ε, ..., Į Szm I < 2ε, ...» ∣ Skι-k [ < 2ε, J Skι ] > 2ε } ≤ ≤-⅛Γ'p{ ∣Saιl<2ε............∣‰l<2ε..............]¾,.x∣<2ε,∣Srw∣>2ε, I Slj — Skl I < ε } ≤≤ 7⅛p{ I⅛ι∣<2ε> ∙∙∙> ∣‰-ι∣<2ε, ∣‰l>2ε, l⅛>ε}≤
≤ i _ P { I *S*2i I < 2ε, ..., ] i¾∕-ι I < 2ε, | Sk∣ I ≥ 2ε, sup ∣ Snι ∣ ≥ ε }.

1 ≤l≤wСуммируя обе стороны последнего неравенства по к и /, получаем: 
p{ sup l⅞]>2ε}≤-fJ--[p{∣S21∣≥2ε, sup ∣ Sπl ∣ ≥ ε } + 

2≤⅛≤π 1 α L l≤∕≤m
1 ≤∕≤zπ÷ У P { I *S,2ι I < 2ε, ...» ∣∙S,2∕l≥2ε, sup ∣S,n∕l≥ε} +

l≤∕≤m

n m+ У У P { I *S*2i! < 2ε, ..., I Skι I ≥ 2ε, 
k=3 z=ι sup I Snl I ≥ ε } ≤

1 ≤Z≤m J

sup ∣s,n∕∣>ε}≤ 
l≤Z≤m≤ -⅛τ∙p{suP! ⅛l>ε}-

1 α l≤Z≤mоткуда и следует доказательство.Теорема 2. Сепарабельное стохастически непрерывное на [a1, a2]× × [¼, Z>2] поле с независимыми приращениями квазинепрерывно с вероят
ностью 1.Доказательство. Ввиду вышеизложенных заметок достаточно доказать утверждение на множестве сепарабельности N=T×S. Докажем, например, квазинепрерывность по переменной t. Для этого достаточно показать, что число г-колебаний для любого ε>0 по переменной г конечно на интервале изменения t такой длины, что∕>{∣∆'∙∆≈∙ξ(⅛, ¾)>∣}≤∣. p{∣ξ(⅛. ¾)-ξ(⅛. ¾)l>∣}≤⅛. (4) Возможность такого выбора следует из стохастической непрерывности поля.
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Пусть αχ≤∕1<⅛< ∙∙∙ <*n≤<⅞. b1<s1<s2< ... <Jιn≤⅞, где tieT, sjeSt ι=l, п, У=1, т.Обозначим Ак событие, заключающееся в том, чтоsup ∣ξ(⅛, ⅞)-ξ(⅛, ¾)l<⅜.............. sup ∣ξ(⅛-1, sz)-ξ(⅛, ⅞)∣<⅛>
sJesm 3i*sm isup I ξ (⅛, ⅞) - £ (⅛> ⅞) I > ⅜.
’jeSmξ (∕, s) на множестве {fft, ∕k+1, .., ζ}×Sm имеет не менее г—1 ε-колебаний, где 5,m=⅛, ..., 1ym}, а pr — вероятность того, что на множестве Nnm={t1, 

..., tn}×Smξ(t, s) имеет не менее rs-колебаний по переменной t. Тогда
Λ≤∑ P{At}.

к=\Ввиду независимости приращений число e-колебаний на {rk........... tn}×Smне зависит от ξ (rl∙, s) при i ≤ к.Таким образом,∙P{Λi}≤Λ-ιH sup ∣ξ(⅛, s)-ξ(⅛, s)l<4..............
I J е sm 1sup ∣ξ(⅛-ι, j)-ξ(⅛. s)∣<4> suP ∣5(⅛> *)-ζ(⅛∙ s)I>⅜I ∙

seSm δ sεSm z Jоткуда по вышедоказанной леммеΛ≤A-ι∙P∣ sup lξ(⅛, ⅞)-ξ(⅛, ⅞)l>⅜l≤
I2≤fc≤π J

l≤j≤m≤⅜ sup I¾∣>τ}.
2 I l≤∕≤m 4 JИз теоремы 2 § 3 гл. 2 [3] и (4) следует, что∙P∣ sup ∣Snli≡≈ τ}≤4-

I I≤∕≤m 4 J 2и, значит,Λ≤∣Λ-ι≤(-∣)'.Пусть Lk — последовательность монотонно возрастающих конечных множеств таких, что
U Lk = N' = N(∖[t1, ⅛]×[⅛ ⅛],

Λ=∙-≈ 1Тогда p{v'W>r)=Πm P{v'(Z*)>r}≤(4)r,
откуда следует конечность с вер. 1 vį (N'). Теорема доказана.
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Теорема 3. Для того чтобы сепарабельное стохастически непрерывное 
поле с независимыми приращениями было непрерывно с вер. 1, необходимо 
и достаточно, чтобы для каждого ε>0 и β1=⅛<Λ< ... <⅛=α⅛, b1=s0< 
<s1< ... <sm=btlim 2 ∑ ∙P{∣∆'t-'Δs'-1ξ(⅛, sz)∣>ε} = 0, (5)

4→0 *-1 Z-1

где
h= max ⅛→fc-1)⅛→∕-1).

1 ≤fc≤n 
l≤∕≤mДоказательство. Необходимость. Пусть ξ (t, s) — непрерывное с вер. 1 с независимыми приращениями поле. ТогдаP{sup ∣∆'*-1∆s'-ιξ⅛fc, si) I > ε } ≤P { ∆fc > ε},

1 ≤∕c≤n
1 ≤Z≤mгде ∆h= sup ∣MΔ*ξ(⅛ ⅛)∣.

ltf-⅛u*ι'-⅛l<ΛДалее заметим, чтоP{ sup I ∆'*-1Δ*'-ι ξ(rfc, 5∕)∣>ε}>
l≤k≤n
1 ≤∕≤∕n
л т>∑ ∑ P{∣∆'*-1∆*'-*ξ(⅛, 5,)∣>ε}×

Jt=l 1=1× ∏ ∏ P{l∆'<-ι∆1>-ιξ(∕i, ⅛)∣≤ε}.
√=1 i=lТак как∏ fį P{∣∆',-*Δ^-*ξ(tz, ¾)∣≤ε}≤P{Δi≤ε},

ι=l J=lТО ∑ ∑p{∣∆⅛-∆1'-ξ(⅛ ,z)∣>ε}≤^∣f∣→O fc=l 1=1при A→0, что и требовалось доказать.
Достаточность. Пусть vį — число таких ti для которых sιφ∣ξ(∕+O,s)-, s-ξ(f-O, s) I >ε на [α1, αa]×[⅛ ⅛]∙ Ввиду стохастической непрерывности поля (тогда по одной из доказанных теорем оно квазинепрерывно с вер. 1) v'конечно с вер. 1. Для непрерывкостй пбля Достаточно показать, что

P{√jl=0}=1, P{√1 = 0}=l
k k

для каждого k= 1, 2, .. 4. Докажем, йайрййер, ⅛ToP{√1 = 0}=l.
к
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Пусть α1 = ⅛>) < ф) < ... < ⅛") = α2, b1 = 1⅛m> < s{m> < ... < ⅛> = b2, max (Ąn) — 4¾) (sW — s.¾) → 0, nm→ ∞ .
1≤∕≤∏
1 ≤√≤mОбозначим vjm число тех индексов i, для которых sup ∣ξ(⅛>1, ⅛m>)-ξ(4"∖ 5jm))l >⅛ .
l≤√≤m zЛегко заметить, что
<≤ΣΣ^-.

j = l /п=1где ni — любая последовательность, стремящаяся к бесконечности.
ni Mψ,(supjξ(⅞,<>, ⅛">)-ξ('⅛ ⅛s')l)≤

fc=l

где
ψe(*)= 0. 1 х I ≤ į-.

I, ∣*l>5∙.Из условия (5) следует, что для каждого δ>0, ε>0 можно выбрать такое nl, 
чтобы последняя сумма не превосходила ∙∙^s-, откуда

Мч1 ≤ ∑ ∑ = 8∙
i= 1 m=lТак как δ>0 любое число, то Λfv{=0. Значит, Р {vJ=O} = l. Теорема доказана.Теорема 4. Если ξ (t, s) непрерывное с вер. 1 поле с независимыми при

ращениями, определенное на [alf a2] × [Z>1, ⅛], то приращения распределены 
по нормальному закону.Доказательство. Обозначимξjm = χ l(∆¼-i δ4-i ξ(tni, SmJ),

kгде χp(x) = 0 при ∣ х ∣ > р, χp(x) = x при ∣ х ∣ ≤ р, а
⅛ = ^∣∣O < ^ιl < • • • < ^пп = ⅛> sl= snΛ < ∙ ∙ ∙ < smm = t2, 
max (tni-tni→)(smj-smj-ι)→Q при ∏m→∞. 

1</<л 
l≤√≤m

G. Lietuvos matematikos rinkinys, ХП 4
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Тогда на основании (5) можно найти такие nk, mk, стремящиеся к бесконечности при k→∞, что∑ ∑ p([∆⅛i-1∆s^-'ξ(4i, ⅛)>B<i,
«= I j= 1 ' 1откуда следует сходимость по вероятности суммы
nk тк

∑ ∑ ξ>"t к ∆<.∆*∙ξ(⅛, ¾),
r = l j=∖Дальнейшйе рассуждения, аналогичные т. 5 § 5 [1], приводят к доказательству теоремы.Заметим, что если ξ (/, s) — стохастически непрерывное с независимыми нормальными приращениями поле, τoΛfξ (/, 5), Dξ (t, 5) являются непрерыв- ными функциями. Действительно, из нормальности приращений вытекает, что
P{∣Δ-∙Δ* ζ(⅛, ¾)∣>t}=-L f ei du,

Агде
_( I M∆⅛∆*ξ(⅛, ⅞) I е )

Л-|И.|М-Ь Ss) ∣> z>∆'>∆*ξ(∕2, s2) ∫∙Значит, Z>Δ'*Δ* ξ (r2, ⅞)→θ при h→t2 или s1→s2 (откуда следует непрерывность Z>ξ (/, 5)), так как в противном' случае интеграл также не стремился бы к нулю, что противоречило бы стохастической непрерывности). [Непрерывность Λfξ (r, s) следует аналогичным путем.Теорема 5. Пусть ξ (t, s) — стохастически непрерывное с нормальными, 
независимыми приращениями. Тогда ξ (r, s) непрерывно с вер. 1.Доказательство. Не ограничивая общности, будем считать, что Λfξ (∕, s)=0. Пусть ε — любое положительное число. Используя неравенство Чебышева, получаем:

n т∑ ∑7>{)Δ,<-∙Δ‰>ξ(∕,, ¾)∣>ε}≤
ι = l j=l

n т

≤⅛ Σ Σ Λ∕∣∆'<-*∆s>-,ς⅛, ⅞)r≤
i=l j=∖

n т

≤4 Σ Σ [0∆'i-*∆*-ξM2≤
i=l J=l≤ -⅜- sup Z)∆fi-1 ΔsJ~1 ξ (ti, Sj) D∆aι ∆bι ξ (a2, b2) → О, ε l≤ι≤n
1 ≤√≤mпри nm→∞, так как ввиду стохастической непрерывности поля и нормальности приращений Z>ξ (f, 5) является непрерывной. Сходимость последнего ряда к нулю достаточна для непрерывности поля.
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Пусть ξ (/, j) — сепарабельное стохастически непрерывное поле с независимыми приращениями на [α1, a2] × [⅛, ⅛]∙ Тогда оно равномерно непрерывно, и φ⅛, rt, ⅛→1 равномерно по ¾, ⅛ t1, t2, если (h-⅛) (s1-s2)→0.Таким образом, используя вышеопределенные обозначения, имеем, что л тξ('. ∙0 = ∑ ∑ Δ,'-- ∆1∙>-1 ξ(ti, Sj)
1-1. у-1является суммой равномерно малых величин. Следовательно, ξ (z, j) безгранично делимо. Известно (22.3 гл. VI [2]), что тогдаlog∕,s = Φ,s = wα,s+-i (ete-l-p^γ)<∕Ψm(x) = (ob. Ψ>s).где ars-действительное число, ψts (х) с точностью до постоянного множителя является функцией распределения, а из области интегрирования исключается нуль.Так как log fts непрерывен по t и j, то afs, ψrs тоже непрерывны в силу теоремы сходимости 22.1, гл. VI [2]. Заметим, чтоlog Φ∕1, Si; G, s2 = (<*fl, s1j tt, s2, Ψr1, s1j tt, sj» ГДе ψ∕1, ,1∙t r1, Si ≥ Ои не убывает по х, откуда следует, что ψfs (х) не убывает по t, s, х.Будем говорить, что ξ (t, s) имеет скачок в точке (t, s), если ∆r^o∆s*o ξ (f+0, 5—0)≠0. Обозначим vrs (х) число скачков на [a1, t) × [Z>1, s), размером меньше х при х<0 и не менее х при х>0. Положим

v,lT(x)=∑ ∑ ∕[Δ,'-'∆S-ι ξ(zi, 5j)<χ] при Λ∙<0,
к-l J-Iгде 1А— индикатор множества А. Аналогично определяется v⅛w (х) длях>0. Пусть хе С (Lts), где С (Lts) — множество точек непрерывности Lts (х), определяемой из условия dLts (х) = -1 Jψfs (х) при x≠0. Тогда аналогично теоремам § 37.3 гл. XI [2] легко убедиться в справедливости следующих утверждений:1) ]Lrs(x) ∣ = Λfvfs(x)i2) числа v,lt ,ι. tit St [х, у) скачков на интервале [r1, t2) × [¾, s2) и размеров, лежащих в [х, у), ху>0, являются пуассоновскими случайными величинами с параметрами Ltlt 5l. ttt Si, независимыми при непересекающихся [r1, ∕2) х × l∙yι, ∙⅞) и независимыми при непересекающихся интервалах размеров скачков [х, у);3) интегралы

∞А. = / I xd,4,s (х) - -fA-r dL,s (х)}

существуют и являются безгранично делимыми случайными величинами с
∞log М exp {iult,} = (eto - 1 - dL,, (х)',— да6*
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4) каждое стохастически непрерывное на [a1, a2]×[b1, b2] поле с независимыми приращениями ξ (t, s) представимо в виде суммы двух независимых полей:
00ξ(^, <s,) = iQts÷ у I xdvts (х) j +*a dLta (х) | ,

rAeγ)rs ~ непрерывное нормальное поле с независимыми приращениями; имеет место и обратное утверждение;5) Λfexpzλξ(∕, j) = exp∣⅛λ-∣ ¼sλa∣ +
+ j (e^--l--1∙λ^)¾5(x)+ f (e'λx-1) JZ,fs(χ), 

1X∣≤1 I XI>1где ata, bta, Lta - непрерывные по г, j; bta не убывает по t и s, Lts (х) является функцией распределения при каждых t, s, для которой-£ ∣x∣a⅛s(x)< оо.
I X ι≤ι

Замечание. Аналогичные теоремы можно доказать для полей с любым конечным числом параметров. Условие (1) можно заменить менее жестким ограничением, например, требованием непрерывности с вер. 1 на координат
ных осях.
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ATSITIKTINIAI LAUKAI SU NEPRIKLAUSOMAISIAIS POKYČIAIS

A. Katkauskaitė

(Reziumė)

Darbe apibrėžiamas atsitiktinis laukas su nepriklausomaisiais pokyčiais.
Keli rezultatai, liečiantys atsitiktinius procesus su nepriklausomaisiais pokyčiais, apibendrin

ti atsitiktiniams laukams. Gautas tokių laukų (esant tam tikriems apribojimams) charakteringo
sios funkcijos skleidinys.
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RANDOM FIELDS WITH INDEPENDENT INCREMENTS

A. Katkauskaitė

(Summary)

Random fields with independent increments are defined in this paper.
Some of the results concerning stochastic processes with independent increments are genera

lized for random fields.
In particular, the representation of the characteristic function of such fields (with some 

restrictions imposed) is obtained.




