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ОЦЕНКА СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ В ЦЕНТРАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ 
ТЕОРЕМЕ ДЛЯ РАЗНОРАСПРЕДЕЛЕННЫХ СЛАГАЕМЫХ

В. И. Паулаускас

В настоящей заметке приведем доказательство и обобщение на много
мерный случай одной теоремы, анонсированной в [6].

Пусть ξ1, ξ2, . ..,ξπ — последовательность независимых случайных ве
личин с функциями распределения (ф.р.)

f ∣x∣3 ld(Pj-Φj)(x)∣< оо,

∣ = 1
⅛∕=Σ σf>

i=k

п

i= 1

п

Нас будет интересовать оценка величиныδ1. = sup!¾(^)-Φ(x)∣.
X

где
Fzπ(xBn)=P1 * P2 » ... * Pn(x),

φw-⅛.i*4'"-,,∙—φ∙½)∙
через псевдомоменты vz. В случае одинаково распределенных слагаемых ξi 
в работах В. В. Сазонова [8] и нашей [7] получены в некотором смысле окон
чательные результаты. Для разнораспределенных слагаемых единственная 
пока оценка такого типа принадлежит В. Μ. Золотареву [2] и имеет следу
ющий видδ-"c(⅛^'
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(В дальнейшем везде, если не будет оговорено, С, C1, С2... обозначают абсолютные константы.)В случае разнораспределенных слагаемых возможно равенство v1∙=0 для нескольких индексов i, т.е. Pi≡Φh а так как сумма нормальных случайных величин является нормальной величиной с суммарной дисперсией, то в дальнейшем мы будем предполагать, что v1∙>0 для всех z=l, 2, ..., п'„ где
п, 
п-1,

если если ',.>θ. vn = 0.Далее расположим случайные величины ξi так, чтобы max σf = σj, i≤y7 = 1,2, ... n', и введем следующие условия:Al)σf≤C1Bj, i=4, 5, ... n'-l, ⅛<C1⅛ C1<∣ :a2>⅛≤c°⅛Γ 7 = 3,4, 1;АЗ) vi≤C3c^i z = 3, 4, ... n,.
Теорема. Пусть случайные величины ξ1, ξ2, ..., ξn удовлетворяют усло

вия AĮ—АЗ. Тогда для всех w≥lδ" sξ c, ^i⅛^max 9ε-)∙ (1 >
где C4l зависит только от C1- С3.

Следствие 1. Если случайные величины ξ1, ...» ξn можно пронумеровать 
так, чтобы одновременно выполнялись неравенства

σj ≤ σf ≤ ... ≤ σ2n,v1≥v2≥...≥vn (2)
и условие А1, тогда для всех n≥0 справедлива оценка (1) с С4, зависящей 
только от C1.Легко заметить, что при выполнении (2), условия А2 и АЗ выполняются с C2 = C3 — 1.

Следствие 2. Если случайные величины ξi, i=l,2..........п удовлетворяют
условию А1 и условиюvi≤ v 7= 1, 2, ... п, (3)
то для всех п ≥ 1vςW max(9tj, ¾), (4> 
где 9fn=-^-, а С3 зависит только от C1.

■ з
Замечания. 1. Если в условии А1 потребовать С1<10’ то в следствияхС4 и С5, как функции от C1, будут ограничены сверху абсолютной константой.
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2. В условиях А1 — АЗ можно требовать выполнения соответствующих 
неравенств для j=n0, h0+1, ...n't но тогда С4 будет зависеть и от п0.

Теперь сформулируем многомерные аналоги вышеприведенной теоремы 
и следствий. Отметим, что для одинаково распределенных слагаемых правиль
ная оценка с псевдомоментами получена автором в [5], а для разнораспределен- 
ных мйогомерных с.в. пока единственная оценка, обобщающая одномерный 
уже упоминавшийся результат В. Μ. Золотарева [2], дана в [6] и не явля
ется правильной в том смысле, что для одинаково распределенных слагае- 

мых дает скорость сходимости п 8 вместо п 2. Приводимая здесь оценка в 
этом смысле уже дает правильный порядок, но она еще далека от оконча
тельной, так как получена при условиях и имеет плохую зависимость от 
распределений слагаемых.

Пусть ξi=(ξll, , ξlt), ι=l, 2, ... п — независимые невырожденные 
случайные векторы (с. в.) с распределениями Fi, Mζij=0, MζIj=σIj, i= 
= 1, 2, ... п, j=l ... к. Пусть Φξ обозначает нормальное /с-мерцое распреде
ление, имеющее моменты первых двух порядков, совпадающие с соответ
ствующими моментами с.в. ξ. Обозначим

⅛=Σ <⅛,
7 = 1

γjio* = max
7≤∏

√0= f l*i∣3l(Λ- Φξi)(<fr)l.
к з

⅛-∑ v<0γWχ<')2,

п

(покомпонентное деление, см. [5]). Будем считать vz>0 (это условие несу
щественное и введено только для простоты записи). Расположим с.в. так, 
чтобы выполнялось равенство

max σJj = σf1, i = 1, 2, .. ., n
j<i

и введем следующие условия:

Bl) σJl≤CiBjl, 7=4,5...........лС;<|,

∑v,

В2) ⅜≤C⅛, 7=3, 4, ... л—1, 
Л ai-1,1

ВЗ) vl≤QΨf 1 = 3, 4, ... п.
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Пусть λj'∖ ι=l, 2, k — собственные значения корреляционной матрицы 
kс.в. Z7∙, у=1, 2, ли Θn=max ^2~ класс всех универсальноj<n f∙=ι Vλ7∙υизмеримых выпуклых множеств из Rk.Теорема А. Пусть с.в. ξ1, ξ2, ... ξn удовлетворяют условия В1—ВЗ. 

Тогда для всех п '½ 1sup I P (z, е А) - Фг„ (Л) ■ ≤ С (k) Θb —max (М*, Μ.)Aeį, V«
где С (к) ≤ C4k3 и С’4 зависит от C,l — C,3.Можно, следуя работе [7], показать, что из вышеприведенной оценки следует наша оценка из [5] для одинаково распределенных с.в.Следствие 3. Если с.в. ξi, /=1, 2, ... п удовлетворяют условию В1 и 
условию v,∙≤v, 7=1, 2, ... и,
то для всех п ~≥ 1sup ∖P {Z,eA}-Φz.(A)∖⅜C1(k) -⅛=- max(Mj, M,),Л e Ą V n

где Mn = -½3-, C1(k)≤C,5k3 и С3 зависит только от С\.
Λ∏∖Доказательство оценки в многомерном случае мы не приводим, так как оно существенно использует доказательство в одномерном случае и метод работы [7].Доказательство. Теорема доказывается методом композиций, и мы будем пользоваться следующими основными формулами этого метода (см., например, [3], [5])sup I Fz. (х) - Ф (х) I ≤ 2 sup I [(Fz, - Ф) * Φr] (х) | +X X+ C6-^, Φτ(x) = Φ(xT), Т>0 (5)

[(⅛n-Φ)* Φr](x)-∑ Wjι<X)+∑ Wjt(x), . (6)7 = 2 J=1где ^∙1(x) = [(Pι,y-ι-Φι,y-ι) * Φj+ι,n * Фг* (P,-Φj)](x),W⅛(x)=∖φ∣,>-1 * Фу+1, л * Φτ* (Pj-Φy)](x),
Pk,ι(x)=Pt * А+1 * ••• ∙Λ(4 Pkι(x)-Pk, ι(xB.), Pj(x)≈Pj(xBn).Как обычно, в методе композиций применяем математическую индукцию по числу слагаемых. Индукционный базис (т. е. оценка (1) при л=1) легко получается таким же образом, как и в [4]:sup I (Pl (х) - Φj (х) I ≤ С (-^∙ )τ ≤ Ci max (<Kf, %).
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Теперь предположим, что для всех ∕≤n-l I sup∣Fz (x)-Φ(x)[≤C4 -j=- max(%4, %), х VIи докажем справедливость оценки (1).Разлагая в выражении
W√s(x)= f (φ∣.>-∣ * Φ√+ι,. * φr)U-J')(Λ-φj)(⅛')

— 00подынтегральную функцию в ряд Тейлора и используя условие А1, получаем
I ( v∖ г ____________ -i____________

√±1+±V " I Д2 ≠ T1 )

I n'

I ∑ w
I 7= 1Теперь положим

≤C7(1-C1p А- 2 *,= G(1 С1)
V"

_з

— ‰ (7)

<≡=4=c<> m∞(cKi, tTLn)

V»и выберем некоторое число
5 2
8<а<3 •На Со и С4 наложим условие
⅜<v≡-

которое обеспечивает выполнение неравенства а (1 + ε2) < 1 статочно рассматривать случай
c4^≡(-⅞ <1).V п ,Определим q как наименьший номер, для которого

п’Ясно, что 1 ≤q≤n. Сумму Wji(x) разделим на три:7=2(если q=l, то первая сумма пустая, а если q=n, то остается только первая сумма) и каждую сумму оценим отдельно.1. Оценивая так же, как и члены Wj2 (х), и применяя неравенство sup∣(Pι,7-ι-Φι,7-ι)WI≤ h
х

(так как

q л' —1

Σ∙ Σ7=2 j=q+∖

нам до-

(8)

И
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получаем
! t∣ Q

∑ W ≤c8 Σ 3
1 7=2 j~2 (β∕+l.n + ε,B∏)2

Но
^+ι,n + ≡2Bn2 = S2(l+ε2)-^,y-l-σJ

так как
Bf,y.1≤a(l+ε2)B2,

если j ≤ д, поэтому

>P2(l-∕z-C1),

9

∑v>
≤C, 7-2 <c cKn

¾3 "Ct Vn ∙

2. Используя индукционную предпосылку
1_ 

max(⅞tl, ‰1)

ч
Σ »į«
7=2

(9}

sup Į Pi, y∙-1 (x) - Φι, j-1 (x) I ≤ C4

и условие А2, получаем

л'— 1 л' — 1
1

∑ Wfl(x) ≤C10C1 ∑ ≡√%4-ι. ⅞-)¾4≤V√7≡Π(Bj+∣,n+ε∙B≡)2
7 

maxv'4-1. ¾-ι) σ7 ∑ v; 
≤C10∙C4∙C2 ∑ 3 ≤>-»+■ V∕∑Π(B∫+1,π + ε≈B≡)2⅛y-ι
≤ Clo∙ C4∙ C2n7)7n(71 + 72),

7=9+1 j=q+ι

max (9ζ∕-i,

(10>
где

Λ= Σ
7 = 9+1

n'— 1

Λ= ∑
J =9+1

⅛.<⅞
1∕7ς∏ ⅛ √-l (»7+1, n + ε*B^)2%-,⅜ 

Так как cKj = ]/ j
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Bl%.l(B2(l+c∙)-σ2-Λ2 y_įj2L 1 1 n'-1 2≤n4 9’„4 max ∑ —------- °~l--------- г , (∏)

'<"'-1 ,∙=,÷. S*,.,(i-⅛,.l)2где обозначено b=(1 + ε2) В2—<⅛.
7 3Легко усмотреть, что функция x4 (b—х)2 имеет отрицательную произ-2вводную (b-x)2 (b— х) , когда х меняется от Bf q до Bj_h так как⅛-x = (l+ε2)B2-σ^-Bf,y.1>(l+ε2)B2-σ^-B 1̂ = ε≡B2>0, 

b-⅛ xMl+εηi⅛-⅛--^ 5f.,-l≤(l+ε*)B2--^ fl(l+ε≡)B2 =
Поэтому=(1+ε*)Λj (1 —-у-а)<0.

4-1
dx < 1 f2 1 1 J

x4(A-x)2 Λ1ζ'ι.,

&_ b___________________________________п2.Делая замену ------- = v2, и обозначая v2i = —0 w ~l
2⅛-lв работе [1],4-1

/
4«Имеем

л'—t

Σ
j=q+ι

dx

4,-1(4-4.j-2
Ь—х

* X получаем
dx з

[x(*-x)]2

=⅛.i⅛*'≤÷(⅛÷4

»1

3 •

[x(i-x)]2

_.2_ b-B∖, q 
’ 2_^2

"I.«

(12)
, как и

(13)

Из (12)-(14)π,-1
Σ

j=q+ι

(l+c>)⅛-σΖ-⅛-l > ев! > ε,
1 ⅛-∣ " Bl-x

..2^ (l+ε,)⅛-(l+ε,)o5Ζ 1-а

*>(1-C1)⅛вытекает (14)
σ∕ 1 1

7 3~ ≤ 9 С12 9~ •

B2j.l[b-Blj^]~2 B2ε В22,i.y∙-ι.а тогда из (11)Λ L 2∕χ≤Λ49√ max ⅛4 (-⅞*-+⅜V y≤n--ι \ I ∣ ∕ 
в; e B‘

(15)
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Оценим вторую сумму из (10):
n’ — 14≤wc),. ∑------------------ σj (16)

Как и прежде, легко удостовериться, что в рассматриваемом интервале q+1 ≤ 5 3≤√≤nz-1 функция x2 (Ь — х)2 имеет отрицательную производную, поэтому л2Вл'-1

≤ fд2
bi, ч

5 3 • <

х2 (b-x)2Получен такой же интеграл, как и в [1]. Производя замену переменных
Ь-х 2------- = v,Xимеем

4-1
f

я24 σ

(17)

dx5 3
x2 (Ь-х)2 ≤ 1

.1 V2

Vi**<l-clr [į + }(⅛γ)]∙Из (16) —(18) получаемС13я \ Į Сц n \
(18>

Последняя оценка вместе с (10) и (15) дает5 5 3
C16Qλ4 9√ max ^y4 

__________________j^n,~ 1__________ ,9 ^t"4≡3→⅛, (⅞-÷⅛).

п' — 1∑ ¾ω∣≤
J=q+1 5 5C16C47149√ maxI_________________________ j≤n'~ 1^t~ 2.4Так как у нас σf≤<⅛≤ ... ≤σ-,, то<-∣=∙⅛- fi"'-'≤ n⅛ s"≤3^∙

в* (19)
max ^f = ⅛-ι>
≤n'-lПоэтому, подставляя в (19) выражение ε и B2 = n^l и используя неравенства

≤(3)θ, n-^<⅛.
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получаем
(20)

3. Последний член суммы из (6) оцениваем так:
(21)Имеем

п'Далее мы мо?:<ем считать q≤n,-1 (иначе вся сумма оценивалась бы в пункте 1), а тогда B2n.>a (1 +ε2) B2n> В2 и ⅛>∣- ⅞2n∙Поэтому ^2,-l>~ (1-C1)⅛ а Pfl'~1 < 3 Tn; используя условие АЗ, из (21) получаем!^√ιW∣≤-¾⅛- max(c‰5^. %) 1^1
≤⅛Co3max(%,4. 90

C.1 C4 max(cK∏, 
" с$ ]/йV»

(22)Теперь из основного неравенства (5), тождества (6) и оценок (7), (9), (20) и (22) получаем
з+ 2C,(1-C1) 2 +2(C, + Cm) + C0C6Остается выбрать Со и С4 такие, чтобы выражение в фигурных скобках не превышало С4 и, кроме того, выполнялось условие

Этим и завершается доказательство теоремы.Доказательство следствия 2 теперь очевидно: везде оцениваем vz∙≤vj а вместо условий А2 и АЗ теперь пользуемся условиями -⅜ < ~— (которые
σj b∖j-∖ выполняются за счет неравенств σf ≤σ^≤ ... ≤σ^) и γ7∙≤v, соответственно.

Дополнение. После того как заметка была подготовлена к печати, нам стало известно, что в печати находится работа С. В. Нагаева и В. Ротаря, в которой рассматривается тот же самый вопрос, только в одномерном случае и методом характеристических функций. В этой работе используются не псевдомоменты, а разностные моменты, введенные В. Μ. Золотаревым в [9] и еще
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лучше отражающие близость распределений. Если FiλG — два распределения, то псевдомомент и разностный момент г-го порядка определяется равенствами
ооv(r)= f jx∏d(F-G)(x)i

— ∞и χ(0='∙ f ∣χ∣r^1∣F(χ)-G(χ)∣Λc, r>l
-∞соответственно, и известно, что χ (г) ≤ v (г).Оказывается, что все одномерные оценки из наших работ [4], [10], [11] и настоящей работы можно усилить, заменяя в формулировках теорем псевдомоменты r-го порядка разностными моментами того же порядка. Например, теорему из [4] можно сформулировать следующим образом.Теорема. Пусть ξi, ι=l, 2, ... п — независимые одинаково распреде

ленные случайные величины с ф.р. F (х), Λfξi=O, Λfξf= 1 и конечным третьим 
п 

моментом, Sn = -⅛= У ξi. Тогда существует абсолютная константа С,
Vn ,⅛ 

такая, что для всех .л>1 2 sup!P{Sn<x}-Φ(x)∣≤C Хз) ,л V пχ3=3 [ x2∣F(x)-Φ(x)∣dx.
— 00Такую замену можно обосновать следующими рассуждениями. В выше упомянутых работах так же, как и в настоящей, псевдомоменты получались в следующей схеме. Имеется функция ограниченной вариации Н (х), для кото- 

∞рой f xidH (x)=0 для ι=0, 1,2, ... т и некоторого целого m>l. Функция
— 00

оо

V(x) = [ G(x~y)dH(y) оценивается при помощи разложения G(x-y)
— 00в ряд Тейлора следующим образом (для простоты записи т=2):

оо оо

V(x)= f G(x-y)dH(y) = f [G(x)-G'(x)y+^ G"(x)y2 -
— оо —αo

оо-∣ G^(x + Θj)∕]rfffb')=-⅛ f G" (x + Θy) y3 dH (у),
— 00

ооI V(x) I ≤ I sup I G" (и) I f И’|</ЯОО
и

— 00и мы получаем псевдомомент третьего порядка.
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Но мы можем произвести интегрирование по частям в интеграле
K(x)= ∫ [g(x-^) + G(x) + G,(x)j>-4 G"(x)∕] </ЯСу) 

и получить
V(x)= f [-G'(x-y) + G'(x)-G"(x)y]ff(y)<fy=

∞
2

f G'(x + Θy)y,^(j>)⅛>.
Отсюда I^W∣≤⅛ sup∣<7r(u)∣3 f j'a∣H,C∏)∣⅛'

° и j

и мы видим, что получили такую же самую оценку, только вместо псевдомомента теперь имеем разностный момент целого порядка. Аналогично рассуждаем и в случае любого w<r≤m+l.
Вильнюсский государственный 
университет им. В. Капсукаса

Поступило в редакцию
14.Х. 1971
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KONVERGAVIMO GREIČIO ĮVERTINIMAS CENTRINĖJE RIBINĖJE TEOREMOJE 
NEVIENODAI PASISKIRSČIUSIEMS DĖMENIMS

V. Paulauskas

(Reziume)

Straipsnyje įrodoma teorema apie konvergavimo greičio įvertinimą centrinėje ribinėje teo
remoje nevienodai pasiskirsčiusiems dėmenims, kuri buvo anksčiau paskelbta be įrodymo [6]; 
suformuluotas šios teoremos analogas daugiamačiu atveju. Parodoma, kad visi įrodymai su pseu- 
domomentais, gauti autoriaus darbuose [4], [10], [11] ir šiame darbe, gali būti pagerinti, pakei
čiant pseudomomentus vadinamaisiais skirtuminiais momentais [9].

ON THE ESTIMATE OF THE REMAINDER TERM IN THE CENTRAL
LIMIT THEOREM FOR NON-EQUALLY DISTRIBUTED RANDOM VARIABLES

V. Paulauskas

(Summary)

In the paper an estimate of the remainder term in the central limit theorem for non-equally 
distributed random variables, announced in [6], is given. The multi-dimensional generalization of 
the theorem is stated too. In addition it is shown that all the results in [4], [10], [11] can be 
strengthened by changing pseudomoments with the so-called difference moments (see [9]).


