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Čebyševo iteracinis metodas uždaviniui su nelokalia֒ja
kraštine s֒alyga
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Reziumė.Darbe analizuojamašCebyševo metodo taikymas nesimetriniai tiesiniu֒ lygčiu֒ sistemai, gautai
sprendžiant baigtiniu֒ skirtumu֒ metodu elipsin֒i kraštini֒ uždavin֒i su nelokali֒aja kraštine s֒alyga.

1. Uždavinio formulavimas

Dvimatis uždavinis. Stačiakampėje dvimatėje srityjeD= {0< x < 1, 0< y < 1}
nagrinėkime Puasono lygti֒

−
∂2u

∂x2
−
∂2u

∂y2
= f (x,y)

su Dirichlė tipo kraštinėmis s֒alygomis

u(0, y)= ϕ0(y), u(x,0)=ψ0(x), u(x,1)=ψ1(x),

ir viena nelokali֒aja kraštine s֒alyga

u(1, y)= γ u(ξ,y)+ ϕ1(y), 06 ξ 6 1,

kuri susieja ieškomos funkcijosu(x,y) reikšmes stačiakampio kraštinėje(x = 1)
su funkcijos reikšmėmis srities viduje(x = ξ ). Parametrasγ kiekybiškai parodo
nelokaliosios s֒alygos i֒taka uždaviniui. Kaiγ = 0, turime klasikin֒i uždavin֒i su
Dirichlė tipo kraštinėmis s֒alygomis.

Uždaroje srityjeD̄ = [0,1] × [0,1] apibrėžkime tinkl֒a (xi , yj ), xi = ihx , i =
0, · · · ,Nx , Nxhx = 1, yj = jhy, j = 0, · · · ,Ny , Nyhy = 1. Laikysime, kadx = ξ

sutampa su tinklo taškuxs , t.y. ξ = shx .
Tada suformuluotam diferencialiniam uždaviniui srityjeD̄ = [0,1] × [0,1] galime

užrašyti baigtini֒u skirtumu֒ schem֒a

−
Ui−1,j − 2Ui,j +Ui+1,j

h2
x

−
Ui,j−1 − 2Ui,j +Ui,j+1

h2
y

= Fij ,

U0,j = ϕ0(yj ), Ui,0 =ψ0(xi), Ui,N =ψ1(xi),

su nelokali֒aja kraštine s֒alyga

UN,j = γUs,j + ϕ1(yj ), j = 1, · · · ,Ny − 1.
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Vienmatis (stacionarusis) uždavinys.Norėdami geriau suprasti dvimačio už-
davinio ypatumus, pirmiausia ištirkime vienmati֒ šio uždavinio analog֒a intervale
(0,1):

−u′′ = f (x),

u(0)= ϕ0, u(1)= γ u(ξ )+ ϕ1.

Imdami vienmat֒i tinkl a֒ xi = ih, i = 0, . . . ,N, Nh = 1, apibrėžiame baigtiniu֒ skir-
tumu֒ schem֒a

−
Ui−1 − 2Ui +Ui+1

h2 = Fi,

U0 = ϕ0, UN = γUs + ϕ1.

Nagrinėjamu atvejuξ = xs = sh.
Baigtiniu֒ skirtumu֒ metodas suveda diferencialini֒ uždavin֒i i֒ tiesiniu֒ lygčiu֒ sistem֒a

(TLS), kurios sprendimui pasirenkamasČebyševo metodas. Jis yra vienas iš greiči-
ausiu֒ iteraciniu֒ sprendimo metod֒u simetriniu֒ sistemu֒ atveju. Šio metodo parametrai
parenkami atsižvelgianti֒ sistemos matricos spektra֒.

2. Tikrinės reikšmės ir nesimetrinės matricos

Vienmatis atvejis. Vienmačio uždavinio spektras randamas, sprendžiant Šturmo–
Liuvilio uždavini֒ su nelokalia kraštine s֒alyga

−
Vi−1 − 2Vi +Vi+1

h2 = λVi, (1)

V0 = 0, VN = γVs. (2)

Pirma֒ja֒ (Dirichlė tipo) kraštin֒e sa֒lyga֒ tenkina sprendiniai

Vi =C sin(iϕ), i = 1, . . . ,N−1, ϕ = i ln
(

1− µ
2 −

√

µ2

4 −µ
)

, µ= λh2, i =
√

−1.

I֒statykime šiuos sprendiniusi֒ antra֒ja֒ (nelokali֒aja֒) kraštin֒e sa֒lyga֒. Tada

sin(Nϕ)= γ sin(sϕ)⇒ γ =
sina

sin(ξa)
, a =Nϕ =

ϕ

h
.

Šio diskrečiojo uždavinio spektras sudarytas iš(N − 1)-os tikrinės reikšmės. Dalis
tikrini u֒ reikšmiu֒ nepriklauso nuoγ ir randama sprendžiant lygčiu֒ sistem֒a

{

sin(Nϕ)= 0,
sin(sϕ)= 0.

Kita dalis tikriniu֒ reikšmiu֒ priklauso nuo parametroγ ir atitinka funkcijosγ = γ (a)

lygio taškus.
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Uždavinio su nelokali֒aja kraštine s֒alyga spektras gali stipriai skirtis nuo klasikinio
uždavinio spektro. Kaip iliustracija֒ paimkime pavyzd֒i, kai parametrasξ = 1

4, arba
ξ = 1

2. Nagrinėkime tikrines reikšmes priklausančias nuoγ . Vienmačio uždavinio
spektras priklauso nuoγ , ξ ir nuo TLS dimencijosN (žr. 1 pav. Brėžiniuose pavaiz-
duoti funkcijosγ = γ (a) grafikai i֒vairiais atvejais. Kai parametrasγ = 0, funkci-
jos γ = γ (ξ,a) šaknys yra klasikinio uždavinio tikrinės reikšmės. Nelokaliosios
sa֒lygos atveju(γ 6= 0) tikrinės reikšmės gaunamos kertant horizontalia tiese funkci-
jos γ = γ (ξ,a) grafika֒. Kai ξ = 1

2 intervale−2 6 γ < 2 visos tikrinės reikšmės
yra teigiamos. Kaiγ > 2, viena tikrinė reikšmė yra neigiama, gali egzistuoti viena
teigiama reikšmė(N = 4,8,12, . . .), ir egzistuoja kompleksinės tikrinės reikšmės
(N = 6,8,10, . . .); kai γ < −2 tikrinės reikšmės yra kompleksinės ir gali egzistuoti
viena teigiama tikrinė reikšmė(N = 2,6,10, . . .). Kai γ = −2 arbaγ = 2 egzistuoja
kartotinės tikrinės reikšmės. Pastebėsime, kad pastovios tikrinės reikšmės (nepriklau-
sančios nuoγ ) sutampa su taškais, kuriuose grafikaiγ = γ (a) liečia tiesesγ = ±1/ξ .
Kai ξ = 1

4, i֒vairios situacijos pavaizduotos 1 pav.). Kartotiniu֒ tikriniu֒ reikšmiu֒ atveju
sistemos matrica neturi paprastos strukt ūros, taigi tikriniu֒ vektoriu֒ sistema nėra pilna
ir egzistuoja prijungtiniai vektoriai.

Dvimatis atvejis. Šiuo atveju sritisD yra stačiakampis, kiekviena tikrinė reikšmė
λ yra dvieju֒ komponenči֒u sumaλ= λx+λy. Tikrinės reikšmėsλyk = 4

h2
y

sin2 πk
2Ny

, k =
1, . . . ,Ny − 1, nesy kryptimi uždavinys yra klasikinis. Norint geometriškai rasti visas
tikrines reikšmes vietoje vieno grafiko vienmačiu atveju reikia braižyti kelet֒a tokiu֒

1 pav. Funkcijosγ = γ (a) grafikai.
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grafiku֒. Ju֒ skaičius yra lygusNy − 1, t.y. tinklo vidiniu֒ tašku֒ y kryptimi skaičiui (žr.
2 pav.).

Kiek vienmačiu, tiek dvimačiu atveju, galimosγ ir ξ reikšmės, kada maksi-
mali tikrinė reikšmė gali b ūti kartotinė. Šiuo atveju,kartotinumas priklauso nuo
diskretizacijos tašk֒u skaičiaus (žr. 1, 2 pav.γ = ±2, ξ = 1/2 arbaγ ≈ ±1, ξ = 1/4).

Nesimetrinės matricos.Uždavinio su nelokali֒aja kraštine s֒alyga sistemos ma-
trica yra nesimetrinė. Vienmačiam uždaviniui tai yra trii֒strižainė matrica su ardančiu
simetriškum֒a parametruγ paskutinėje eilutėje. Dvimačio uždavinio matrica turi
blokine֒ strukt ūr֒a, parametrasγ i֒einai֒ pagrindinės֒istrižainės blokus. Pateiksime tokiu֒
matricu֒ pavyzdžius vienmačiu atveju, kaiξ = 1

4,N = 8:


















2 −1 0 0 0 0 0
−1 2−1 0 0 0 0

0 −1 2−1 0 0 0
0 0−1 2−1 0 0
0 0 0−1 2−1 0
0 0 0 0−1 2−1
0−γ 0 0 0−1 2



















,

ir dvimačiu, kaiξ = 1
4,Nx = 4, Ny = 4:



























4 −1 0 −1 0 0 0 0 0
−1 4−1 0 −1 0 0 0 0
−γ −1 4 0 0−1 0 0 0
−1 0 0 4 −1 0 −1 0 0

0 −1 0 −1 4−1 0−1 0
0 0−1−γ −1 4 0 0−1
0 0 0 −1 0 0 4−1 0
0 0 0 0−1 0 −1 4−1
0 0 0 0 0−1 −γ −1 4



























.

Matome, kad diferencialiniai uždaviniai su nelokaliosiomis kraštinemis s֒alygomis gali
generuoti nesimetrin֒e matrica֒, turinčia֒ pakankamai paprasta֒ nesimetrin֒e strukt ūr֒a.

2 pav. Funkcijosγ = γ (a) grafikai dvimačiu atveju, kaiξ = 1
2 .
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Keičiant ju֒ parametrus galima tiksliai nustatytii֒vairius tikriniu֒ reikšmiu֒ pasiskirstimo
atvejus ir panaudoti ta֒ informacija֒ iteraciniuose metoduose.

3. Čebyševo iteracinis metodas

Diskretusis uždavinys užrašomas kaip tiesiniu֒ lygčiu֒ sistemaAU = F su nesimetrine
matricaA,A ∈ L(Rm),m= (Nx−1)(Ny−1) dvimačiu atveju,m=N−1 vienmačiu
atveju.

Sprendžiant ši֒a TLS, buvo taikomošCebyševo iteracijosU k+1 =U k−τk+1(AU
k−

F), čia τk = 2/(β + α+ (β − α)tk), tk = cos
(

(2k− 1)π/(2n)
)

, k = 1, . . . ,n.
Jei matrica yra simetrinė, teigiamai apibrėžta, ir jos tikrinės reikšmės priklauso in-

tervalui [α,β],0< α < β < ∞, tai Čebyševo iteracinis metodas yra optimalus tarp
visu֒ polinominiu֒ metodu֒ [1]. Jo paklaida yra‖Un − u∗‖ 6 qn‖U0 − u∗‖, čia u∗ yra
tikslus sprendinys irqn = 2ρn/(1+ ρ2n), ρ = (1−

√
δ)/(1+

√
δ), δ = α/β. Tegul

0 < λi < λmax = q, ir η = q − maxλi<q λi . Jeigu matricosη−1A Žordano matri-
ca yraD−1(η−1A)D = η−1diag(λ1, . . . ,λn) +H, tuometi֒veskime norm֒a ‖B‖0 =
‖D−1BD‖∞. Darbe [2] i֒rodyta teorema:

Teorema. Tegul visos matricosA tikrinės reikšmės tenkina sa֒lyga֒ 0< α < λi < β
ir λmax yra paprasta (nekartotinė). TadǎCebyševo iteracinis metodas konverguojai֒
sprendin֒i, kai n≥ n0(ε)= ln(2/ε)

2
√
δ

, ir teisingas paklaidos֒ivertis

|Un − u∗‖0

‖U0 − u∗‖0
≤ ε.

Skaitinis eksperimentas rodo, kad diskrečiu֒ju֒ tašku֒ skaičiusi֒takoja konvergavimo
greiti֒. Jei didžiausia tikrinė reikšmė yra nekartotinė, iteracinis prosesas greičiau kon-
verguojai֒ tikslu֒ji֒ sprendin֒i, negu tuo atveju, kai ji yra kartotinė. Tai reiškia, kad tinklo
tašku֒ skaičiu֒ N reikia parinkti atsižvelgiant֒i maksimalios tikrinės reikšmės kartoti-
numa֒.
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SUMMARY

M. Sapagovas, O. Štikonienė, A. Štikonas. Chebyshev iteration for the problem with nonlocal boundary 
condition

We considered Poisson differential equation with Dirichlet boundary conditions and one nonlocal 
boundary condition. Finite-difference scheme was investigated for this problem. The eigenvalues of such 
problem depend on few parameters in the nonlocal boundary condition. The convergence rate for Cheby-
shev iterations depends on the number of the discrete mesh points. The convergence is more faster when 
the maximal eigenvalue of the corresponding nonsimmetric matrix is simple.
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