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Santrauka. Darbe nagrinéjama sluoksniuose apibrézta stacionari Navjé-Stokso sistema
su nehomogenine krastine salyga. Sukonstruotas, vadinamaja Leré nelygybe tenkinantis,
krastiniy duomeny pratesimas j visa sritj, kuris leidzia uzdavinj su nenuline krastine salyga
suvesti i jau iSnagrinéta uzdavinj su nuline krastine salyga.

Raktiniai zodziai: Navjé-Stokso sistema, Leré nelygybe, sluoksnis.

Ivadas
Siame straipsnyje nagrinéjama stacionari Navjé-Stokso sistema

—vAu+ (u-V)u+ Vp =1,
divu =0, (1)

ulBQ = a,

srityje £2 su nekompaktisku krastu (zr. 2 sk.). Cia u = u(x) = (u1(x), ua(z), uz(x)) -
greicio vektorius, p = p(x) — slégis, v — skyscio klampumo koeficientas, f = f(z) =
(f1(x), f2(x), f3(x)) —iSoriniy jégu tankis, a = a(x) = (a1 (), az2(x), az(x)) — krastiniai
duomenys.

Tarus, kad krastiniy duomeny a atrama yra kompaktas, iS tolydumo lygties
divu = 0 isplaukia, kad krastiné funkcija a turi tenkinti butinaja iSsprendziamumo
salyga:

N
a-ndS = /a~ndS:0, 2
Lo 2 @

¢ia n vienetinis iSorinés normalés vektorius, I'; — krasto komponentés.
Norint jrodyti (1) uzdavinio iSsprendziamuma, reikia sukonstruoti krastiniy duo-
meny a solenoidinj (t.y. div A = 0) pratesima A (e, z), kuris tenkinty Leré nelygybe

/Q(u-V)A~udx

< sc/ \Vul?dz, Yue Wi(R),
2

su konstanta ¢ nepriklausancia nuo ¢.

* Tyrima finansuoja Lietuvos mokslo taryba (sutarties Nr. MIP-030/2011).
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Neapreéztose srityse placiai iSnagrinétas (1), (2) uzdavinys su nuline krastine saly-
ga (pavyzdziui, [3] ir [9] darbuose). Kai krastiné salyga yra nehomogeniné, tai (1),
(2) uzdavinio iSsprendziamumas bendru atveju néra jrodytas. Taciau atskiriems sri-
¢iy ir krastiniy salygy tipams galima sukonstruoti tokj solenoidinj pratesima A, kuris
tenkina Leré nelygybe. 1999 m. K. Pileckas ir S.A. Nazarov iSsprendé (1), (2) uzda-
vinj sluoksnyje, kai srautas per iSorinj pavirsiy kiek norima didelis (zr. [6]). 2002 m.
H. Morimoto ir H. Fujita jrodé (1), (2) uzdavinio issprendziamuma dvimacio begalinio
simetrinio kanalo atveju (zr. [5]). 2010 m. J. Neustupa nagrinéjo (1), (2) uzdavinj
begalinése srityse, kai sprendinio Dirichlé integralas yra baigtinis, krastinés funkcijos
srautai per iSorinius pavirsius yra bet kokie, o per vidinius — “mazi” (zr. [7]). Mi-
nétas uzdavinys iSsprestas, jverti gaunant priestaros budu. 2011 m. K. Kaulakyté
[1] darbe nagringjo (1), (2) uzdavinj trimatéje srityje su vienu cilindru, t.y. pagal
srities geometrija sprendinio Dirichlé integralas yra begalinis. 2012 m. K. Pileckas
ir K. Kaulakyteé [2] darbe jrodé (1), (2) uzdavinio bent vieno sprendinio egzistavima
srityje su baigtiniu skaiciumi ise¢jimy j begalybe, imant srautus per iSorinius pavirsius
kiek norima didelius, o per vidinius — pakankamai mazus. [2] straipsnyje iSnagrinéti
ir dvimatis, ir trimatis atvejai, sprendinio Dirichlé integralui esant tiek baigtiniam,
tiek begaliniam.

Siame straipsnyje nagrinéjamas (1), (2) uzdavinys dviejy sluoksniy sistemoje,
esant bet kokiam srautui per iSorinj pavirsiy, o per vidinj pavirsiy imant pakanka-
mai “maza” srauta. Pagrindinis tikslas yra sukonstruoti tinkama krastiniy duomenuy
pratesima, kuris leisty uzdavinj su nehomogenine krastine salyga suvesti j uzdavi-
nj su nuline krastine salyga. Sukonstravus pratesima, uzdavinio iSsprendziamumas
irodomas standartiskai (zr. [9]).

1 Uzdavinio formulavimas

Tegu 2 C R3 yra dviejy tarpusavyje sujungty sluoksniy sistema, kurioje vienas sluoks-
nis yra besipleciantis. Pazymékime Siuos sluoksnius E ir E: By = {z € 2:1 < x5 <
h(l2']), |2'| > 1}, B2 = {x € £2: —2 < a3 < —1, |[2/| > 1}. Sluoksnius E ir Fs
jungia baigtinis cilindras H, kuris apima koordinaéiy pradzia. Nagrinéjama sritis yra
su dviem iSéjimais | begalybe, t.y. 2 = 2, U E1 U Es, ¢a 2r, = 2N C(0, Ry),
C(0, Ry) — rutulys su spinduliu Ry > 0. Be to, 2r, = 2 \ B, ¢ia B C 2y ir 2y —
vienjungés apreztos sritys. Pazymékime

S1 = {z € OE1: m3 = h(|2']), |2| > 1},
Sy = {$ € 0F1: 13 = 1, |I/| > 1} UOH U {I € 0Fy: x5 = -1, |I/| > 1},
Ss={x € 0By: x3 = -2, |2'| > 1}.
Tada 02 = S1 U S, US3 U I, ¢ia I' = OB — vidinio kuno pavirsius. Tarkime, kad

suppa C 92N C(0,Ry) su Ry > Ry. I8 lygybés divu = 0 iSplaukia, kad nagrinéjamu
atveju turi buti patenkintos tokios salygos

/u~ndS:F21, /u~ndS:F22, /a~ndS:FA,
X o A

/a~ndS:Fp, Fy, +Fs, + FA+ Fr =0,
r
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1 pav. Sritis £2.

Cia Xy ={x: |2/| =R, 1 < a3 < h(]2'])}, Yo = {z: |2/| =R, -2 < 23 < —1} —
sluoksniy F; ir Fy skerspjuviai, A € SN C(0,Ry), Fy,, Fx,, Fa, Fr — srautai.

2 Uzdavinio suvedimas j uzdavinj su nuline krastine sglyga

Krastiniy duomeny pratesimo konstrukcijai reikalinga reguliarizuoto atstumo savoka.
Reguliarizuotas atstumas Ag(z) nuo tasko x iki uzdaros aibés G C R™ yra be galo
diferencijuojama aibéje R™ \ G funkcija, tenkinanti nelygybes

ardg(z) < Ag(z) < azdg(z), |D*Ag(z)| < asdg (=),

¢ia dg(z) = dist(z, G) — tikrasis atstumas nuo tasko x iki aibés G, teigiamos kons-
tantos ay, as priklauso nuo n, o as priklauso nuo n ir nuo diferencijavimo eilés |«|
(7r. [11]).

Tinkamo krastiniy duomeny pratesimo nuo vidinio pavirsiaus I', per kurj srau-
tas yra pakankamai mazas, konstrukcija galima rasti [2] straipsnyje, 3.1 skyrelyje.
Pazymékime §j pratesima B,

Sukonstruosime krastiniy duomeny pratesima nuo isorinio pavirsiaus A. Tegu
v = {x: |2'| = 0} — begaliné ties¢, kertanti srities krasta 912 taske () € A C S, o
€W (z,¢) — nupjautiné Hopfo funkcija, apibrézta formule

€Dz ) = w(g In L)
02\(5,04)(7)
0, kai

¢ia e € (0,1), ¥ yra tolydi monotoniné funkcija: ¥(t) = {1 Lo
, kai

pr(2) Aynp,us, (@) + pa(@)e — w0 + (1= 35_, pi(@) Asus, (),
o(z) = z€N\(YUS),
0, xe€~yUSy,

1, kaiz e Ej, |z]>1,

¢ia xg € ¥ N 2g,, pj(r) = {0 kitur

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 563, 2012, 13-18.
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1 lema. Funkcija €M (z,e) = 0, kai 6(x) < Apa\(s,un)(x) ir tiesés vy aplinkoje. Kai
Moo (suom (@) < e 26(x), tai €0)(z,¢) = 1. Be to,

ce

06M) (z, )
8:@

= doo\(s,04) ()

Lemos jrodymas seka i§ €M) konstrukcijos ir reguliarizuoto atstumo savybiy.
Srityje 2 apibréziame vektorinj lauka

AW (z,¢) = rot (E(l)(x,e) -b(z)) = vED (z,6) x b(x),

¢ia b'(z) = i(—lfﬁ, ‘;:ﬁ,O), b(z) = b'(2)|q.

Vektoriaus b(z) cirkuliacija per bet kokj uzdara kontura, apimantj tiese v, yra
lygi —1 (jei integravimo kryptys nusakomos desinés rankos taisykle). Jei sis konturas
neapima tiesés v, tai vektoriaus b(z) cirkuliacija per ji lygi nuliui (zr. [10]). Be to,
divb(z) =0, rot b(x) = 0.

2 lema. Funkcija A(l)(IL', g) yra be galo diferencijuojama, solenoidiné, lygi nuliui pa-
virsiaus 082\ A maZoje aplinkoje, sluoksnyje Eo, kai |x| > 1 ir aibés v N 2 dy/2 -
aplinkoje. Be to,

AW (z, )| < e :
| (&) daa\(aus,) ()]’
1 1
VA(I)(I,E) <c( + ),
| | G (ausy) @] doo(ausy) (@)]2]2
1 1
AW (z, ) <& VAW (z,¢) <c< + >, r € By,
| < ieer | <\ ri@e T RGeer

/ AW (z,6)dS =1,
A

¢ia do-mazas teigiamas skacius.

Irodymas panasus j 3 lemos jrodyma [1] straipsnyje ir 2 lemos jrodyma [8] straips-
nyje.

Tegu A%l/z = -F,AM, 8 = (a+ Agj)u Tada [,B-ndS = 0. Vadinasi, 3
galima pratesti j £2 rotoriaus pavidalu (7r. [4]) A®)(z,e) = rot(¢?)(z,¢) - B(x)), dia
B c W (), rot B|4, = B ir £?) — glodi Hopfo tipo nupjautiné funkcija, €2 = 1, kai
z € A, supp €@ priklauso mazai A aplinkai, |[VE® (z,¢)| < #(61)

Apibrézkime

BW(z,e) = A (z,¢) — A%l)(x, €).

A
Tuomet akivaizdu, kad div B (z,e) = 0 ir BW (2,¢)|pn = a(x).

3 lema. Bet kokiam w € W4 (2g), VR > Ry su wl|apo = 0, galioja nelygybé
‘B(A)( 2 2 2
z,¢€)| ‘W(I)| dr < ce |Vw(z)|” d,
2r Qr

c¢ia konstanta ¢ nepriklauso nuo € ir w.
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Irodyma zr. [1] ir [8] straipsniuose.
Liko patenkinti srauto salyga per isé¢jimy j begalybe skerspjuvius:

/ u-ndS = Fy,, / u-ndS = Fy,.
21 Z‘2

Kadangi jau ,isleidome* srautus nuo vidinio ir iSorinio pavirsiy, tai reikia sukonstruoti
tokj solenoidinj vektorinj lauka B(*), kuris tenkins Sias salygas:

B .ndS = Fy, + Fy + Fr, /mewZ&}
P Yo

Tegu &3 (x,e) — nupjautiné Hopfo funkcija, apibrézta formule

B (z,e) = 47<5 In M),

Ao\ (s,08,) (T)

¢ia e € (0,1), ¥ ir p yra tolydzios monotoninés funkcijos:

0, kait<0, @do - kaj t < 2o,
wity=a" pty=23 2" 0=
1, kait>1, t>

konstantos a1, az yra is (3) jvercio.
Tuomet

B¥)(z,¢) = (Fx, + Fa + Fr)rot (5(3) (z,€) - b(z)).

Taigi, vektorinis laukas A = BU) + B + B(®) turi savybes: div A =0, Alpo=a
ir

/ |A?Juf® dz < cs/ |Vu|?dz, VR > Ry.
g Qr

Imdami u = v + A, uzdavinj su nehomogenine krastine salyga suvedéme j uzdavinj
su homogenine krastine salyga:

—VvAV+ ((v+A) V)V+ (v- V) A+ Vp=f+vAA - (A-V)A,
divv =0,

V|ag =0.

Gautojo uzdavinio iSsprendziamumas jrodomas standartiskai (zr. [9]).

Literatura

[1] K. Kaulakyté. Stacionarus Navjé-Stokso uzdavinys su nehomogenine krastine salyga
neapreéztoje srityje. Liet. mat. rink. LMD darbai, 52:28-33, 2011.

[2] K.Kaulakyteé and K.Pileckas. On the nonhomogeneous boundary value problem for the
Navier—Stokes system in a class of unbounded domains. J. Math. Fluid Mech., 2012.

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 563, 2012, 13-18.



18

3]

[4]
[5]

(6]

[7]

8]

[9]

[10]

[11]

K. Kaulakyté

O.A. Ladyzenskaya and V.A. Solonnikov. On finding of solutions of boundary value
problems for the Stokes and Navier—Stokes equations with an infinite Dirichlet integral.
Zapiski Nauchn. Sem. LOMI, 96:117-160, 1980.

O.A. Ladyzhenskaya. Mathematical Theory of the Viscous Incompressible Fluid. Gordon
and Breach, 1969.

H. Morimoto and H. Fujita. A remark of the existence of steady Navier—Stokes flows in
a certain two-dimentional infinite channel. Tokyo J. Math., 25(2):307-321, 2002.

S.A. Nazarov and K. Pileckas. On the solvability of Stokes and the Navier—Stokes
problems in the domains that are layer-like at infinity. J. Math. Fluid Mech., 1(1):78—
116, 1999.

J. Neustupa. A new approach to the existence of weak solutions of the steady Navier—
Stokes system with inhomogeneous boundary data in domains with noncompact boun-
daries. Arch. Rational Mech. Anal., 198:331-348, 2010.

K. Pileckas. Existence of solutions for the Navier-Stokes equations, having an infini-
te dissipation of energy, in a class of domains with noncompact boundaries. Zapiski
Nauchn. Sem. LOMI, 110:180-202, 1981.

V.A. Solonnikov. Stokes and Navier—Stokes equations in domains with non-compact
boundaries. Pitmann Notes Math., 3:240-349, 1983.

V.A. Solonnikov and K. Pileckas. Certain spaces of solenoidal vectors and the solvability
of the boundary problem for the Navier—Stokes system of equations in domains with
noncompact boundaries. Zapiski Nauchn. Sem. LOMI, 73:136-151, 1977.

E.M. Stein. Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions. Princeton
University Press, 1970.

SUMMARY

Stationary Navier—Stokes equations with non-homogeneous boundary condition
in a system of two connected layers
K. Kaulakyté

In this paper the stationary Navier—Stokes system with non-homogeneous boundary condition is
studied in domain which consists of two connected layers. The extension of the boundary value,
which reduces the non-homogeneous boundary problem to the homogeneous one, is constructed in
this paper.

Keywords: Navier-Stokes system, Leray’s inequality, layer.
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