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Santrauka. Darbe nagrinėjama pirmos eilės diferencialinių lygčių silpnai netiesinė hiper-
bolinė sistema su kraštinėmis sąlygomis ir konstruojama ją atitinkanti suvidurkintų išilgai
charakteristikų integralinių diferencialinių lygčių sistema. Darbo tikslas – nustatyti kada
suvidurkintas kraštinis uždavinys turi klasikinį periodinį sprendinį.

Raktiniai žodžiai: asimptotinė analizė, bangų sąveika, hiperbolinės sistemos, kraštinės sąlygos,

rezonansas, vidurkinimas.

1 Įvadas

Straipsnyje nagrinėjama pirmos eilės diferencialinių lygčių silpnai netiesinė hiperbo-
linė sistema ir konstruojama ją atitinkanti suvidurkintų išilgai charakteristikų in-
tegralinių diferencialinių lygčių sistema. Sistemos atsiranda iš praktinių uždavinių,
konstruojant skysčio ar dujų dinamikos, tamprumo teorijos, plazmos fizikos ir kitų
reiškinių matematinių modelių ilgųjų bangų asimptotiką. Uždaviniui su pradinėmis
sąlygomis buvo skirta nemažai tyrimų [9], tačiau čia nagrinėjamas uždavinys su kraš-
tinėmis sąlygomis beveik nėra ištirtas literatūroje. Atkreiptinas dėmesys į tai, kad
kraštinės sąlygos, kai yra žinomas bangos profilis pradiniu laiko momentu ir žinoma
generuojama banga esant erdvinio kintamojo kraštinei reikšmei, turi realias praktines
interpretacijas. Paminėkime, pavyzdžiui, stūmoklio uždavinį [1, 8], kuriam būdingas
smūginių bangų atsiradimas, tačiau šio tyrimo metodika nukreipta į bangų rezonan-
sinės sąveikos modeliavimą. Šiame straipsnyje apsiribojame modeliniu uždaviniu, kai
suvidurkintos sistemos dešinės pusės nepriklauso nuo dalinių išvestinių, t. y., nagri-
nėjame pusiau tiesinę sistemą, nes toks uždavinys, viena vertus, leidžia nesigilinti į
būdingas kvazitiesinėms sistemoms subtilybes, o, antra vertus, jis reikalauja įveikti
specifinius asimptotinio integravimo sunkumus. Darbo tikslas – nustatyti kada suvi-
durkintas kraštinis uždavinys turi klasikinį periodinį sprendinį. Tai yra pirmas žings-
nis aukščiau minėtų realių reiškinių matematinių modelių asimptotiniams artiniams
konstruoti.

2 Uždavinio formulavimas

Nagrinėsime pirmosios eilės silpnai netiesinę hiperbolinę diferencialinių lygčių dalinė-
mis išvestinėmis sistemą su kraštinėmis sąlygomis (vieną, kai t = 0, o kita – x = 0,
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20 A. Krylovas, R. Kriauzienė

t. y., diferencialinės lygtys nagrinėjamos srityje t > 0, x > 0), kuri yra autorių nagri-
nėto [3] bangų sąveikos uždavinio modelinis atvejis:























r1t(t, x) + λ1r1x(t, x) = εf1(t, x, r1, r2),

r2t(t, x) − λ2r2x(t, x) = εf2(t, x, r1, r2),

r1(0, x) = ϕ(x), r1(t, 0) = ψ(t),

r2(0, x) = χ(x), t > 0, x > 0,

(1)

čia ε – mažasis teigiamas parametras, f1, f2, ϕ, ψ, χ žinomos, tolydžiai diferencijuo-
jamos pagal visus kintamuosius funkcijos. Šio kraštinio uždavinio (1) tiesioginio (t. y.,
skleidinio pagal mažojo parametro ε laipsnius) asimptotinio skleidinio

rj(t, x; ε) = rj0(t, x) + εrj1(t, x) +O
(

ε2
)

(2)

nariams rj0 turime formules, kurios yra nesutrikdytosios (1) sistemos (t. y., kai ε = 0)
sprendinys















r10(t, x) =







ϕ(x− λ1t), kai x > λ1t,

ψ
(

t−
x

λ1

)

, kai t >
x

λ1
,

r20(t, x) = χ(x+ λ2t).

(3)

o nariams rj1 rasti turime spręsti uždavinį:











r11t + λ1r11x = εf1
(

t, x, r10(t, x), r20(t, x)
)

,

r21t − λ2r21x = εf2
(

t, x, r10(t, x), r20(t, x)
)

,

rj1(0, x) = 0, rj1(t, 0) = 0.

(4)

Integruojame (4) lygtis pagal charakteristikas. Atkreipkime dėmesį į tai, kad funkcijos
r21 pointegraliniams reiškiniams reikšti naudojamos (3) formulės, kuriose išskirti du
atvejai. Tuomet:

r11(t, x) =

∫ t

0

f1
(

s, x− λ1t+ λ1s, ϕ(x− λ1t), χ
(

s, x− λ1t+ (λ1 + λ2)s
))

ds,

kai x > λ1t,

r11(t, x) =
1

λ1

∫ x

0

f1

(

t−
x

λ1
+

r

λ1
, r, ψ

(

t−
x

λ1

)

, χ

(

r + λ2

(

t−
x

λ1
+

x

λ1

)))

dr,

kai t > x
λ1

,

r21(t, x) =

∫ t

0

f2
(

s, x+ λ2t+ λ2s, ϕ
(

x+ λ2t− (λ1 + λ2)s
)

, χ(x+ λ2t)
)

ds. (5)

Pažymėkime (5) reikšmių vidurkius:

〈fj〉
t
1 = lim

T→∞

1

T

∫ T

0

f1
(

s, x− λ1t+ λ1s, ϕ(x− λ1t), χ
(

s, x− λ1t+ (λ1 + λ2)s
))

ds,
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〈fj〉
x
1 =

1

λ1
lim

X→∞

1

X

∫ X

0

f1

(

t−
x

λ1
+

r

λ1
, r, ψ

(

t−
x

λ1

)

,

χ

(

r + λ2

(

t−
x

λ1
+

x

λ1

)))

dr,

〈fj〉
t
2 = lim

T→∞

1

T

∫ T

0

f2
(

s, x+ λ2t+ λ2s, ϕ
(

x+ λ2t− (λ1 + λ2)s
)

, χ(x+ λ2t)
)

ds.

Tada kiekviename iš (5) integralų galima išskirti periodinę ir neperiodinę (ji bus
proprocinga t arba x) dalį ir (5) reiškinius pažymėję rj1 = Fj galima perrašyti taip:

Fj = 〈fj〉+ [fj], kai j = 1, 2. (6)

čia [fj ] = Fj − 〈fj〉. Tuomet gauname rj1 = Fj + t〈fj〉, čia Fj yra funkcijų 〈fj〉 inte-
gralas, apskaičiuojamas pagal (5) formules, funkcijos Fj periodinės ir todėl aprėžtos.
Taigi, kai funkcijų vidurkiai 〈fj〉 nėra lygūs nuliui, (2) skleidinys turės sekuliariuosius
narius εt〈fj〉tj ir εx〈f1〉x1 .

3 Vidurkinimo schema

Tam, kad asimptotinis skleidinys būtų tolygiai tinkamas didelėje greitųjų kintamųjų
atžvilgiu srityje t, x ∼ O(ε−1) būtina, kad jis neturėtų sekuliariųjų narių. Tuo tikslu
taikome vidinio1 vidurkinimo išilgai charakteristikų metodą [2, 5, 6].

Pažymėkime lėtuosius kintamuosius τ = εt, ξ = εx ir greituosius charakteristinius
kintamuosius y1 = x − λ1t, y2 = x + λ2t, z1 = t − x

λ1

ir taikydami dviejų mastelių
metodą [7], gauname tokią suvidurkintą sistemą:











r̄1τ + λ1r̄1ξ =

{

〈f1〉
t
1, kai ξ > λ1τ,

〈f1〉
x
1 , kai ξ < λ1τ,

r̄2τ − λ2r̄2ξ = 〈f2〉
t
2.

(7)

Vidurkinimo operatoriai apibrėžiami (5) formulėmis: kai ξ > λ1τ

〈

f1(t, x, τ, ξ, r̄1, r̄2)
〉t

1

= lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f1
(

s, y1 + λ1s, τ, ξ, r̄1(τ, ξ, y1), r̄2
(

τ, ξ, y1 + (λ1 + λ2)s
))

ds,



































〈

f2(t, x, τ, ξ, r̄1, r̄2)
〉t

2

= lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f2
(

s, y2 − λ2s, τ, ξ, r̄1
(

τ, ξ, y2 − (λ1 + λ2)s
)

, r̄2(τ, ξ, y2)
)

ds,

〈

f2(t, x, τ, ξ, r̄1, r̄2)
〉t

2

= lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f

(

s, y2 − λ2s, τ, ξ, r̄1

(

τ, ξ,−
y2

λ1
+

(

1 +
λ2

λ1

)

s

)

, r̄2(τ, ξ, y2)

)

ds,

(8)

1 Vidurkinimas vadinamas vidiniu [4], todėl, kad (8) formulėse integruojamos dar nežinomos funk-
cijos r̄1, r̄2.
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kai ξ < λ1τ

〈

f1(t, x, τ, ξ, r̄1, r̄2)
〉x

1

=
1

λ1
lim

X→∞

1

X

∫ X

0

f

(

z1 +
r

λ1
, r, τ, ξ, r̄1(τ, ξ, z1), r̄2

(

τ, ξ, λ2z1 + r

(

1 +
λ2

λ1

)))

dr.

Suvidurkintos sistemos sprendinį konstruosime nuosekliųjų artinių metodu. Tar-
kime, kad funkcijos r̄kj (τ, ξ, yj , zj) yra 2π periodinės pagal greituosius kintamuosius
yj ir zj, o funkcijos fj – pagal t ir x. Tada (7) suvidurkintos sistemos sprendinio
egzistavimas įrodomas, naudojant nuosekliuosius artinius:











r̄k+1
1τ + λ1r̄

k+1
1ξ =

{

MT
1

[

f1
(

t, x, τ, ξ, r̄k1 , r̄
k
2

)]

, kai ξ > λ1τ,

MX
1

[

f1
(

t, x, τ, ξ, r̄k1 , r̄
k
2

)]

, kai ξ < λ1τ,

r̄k+1
2τ − λ2r̄

k+1
2ξ =MT

2

[

f2(t, x, τ, ξ, r̄
k
1 , r̄

k
2 )
]

,

(9)

Pilnas įrodymas atliekamas pagal [9] metodiką, kurio dėl apribojimo straipsnio apim-
čiai nepateiksime.

Pažymėkime r0j ≡ rj0, f0
j ≡ fj(t, x, τ, ξ, r

0
1 , r

0
2) ir išskleiskime suvidurkintos siste-

mos dešines puses Furjė eilutėmis:

fk
j (τ, ξ, t, x, y1, y2) =

∑

lt,lx,l1,l2

fk
jltlxl1l2

(τ, ξ) expi(ltt+lxx+l1y1+l2y2),

kai ξ > λ1τ , j = 1, 2,

fk
j (τ, ξ, t, x, z1, y2) =

∑

lt,lx,l1,l2

fk
1ltlxl1l2(τ, ξ) exp

i(ltt+lxx+l1z1+l2y2),

kai ξ < λ1τ , j = 1, 2.
Tada funkcijų fk

j vidurkinimo rezultatas:

MT
1 [fk

1 ] =
∑

lt,lx,l1,l2:
lt+λ1lx+l2(λ1+λ2)=0

fk
1ltlxl1l2(τ, ξ) exp

i(lx+l1+l2)y1 ,

MX
1 [fk

1 ] =
∑

lt,lx,l1,l2:

lt
1

λ1
+lx+l2

(

1+
λ2

λ1

)

=0

fk
1ltlxl1l2(τ, ξ) exp

i(lt+l1+λ2l2)z1 ,

MT
2 [fk

2 ] =
∑

lt,lx,l1,l2:
lt−λ2lx−l2(λ1+λ2)=0

fk
2ltlxl1l2(τ, ξ) exp

i(lx+l1+l2)y2 ,

MT
2 [fk

2 ] =
∑

lt,lx,l1,l2:

lt−λ2lx+l2

(

1+
λ2

λ1

)

=0

fk
2ltlxl1l2(τ, ξ) exp

i(lx+l1−
1

λ1
l2)y2 ,

čia l1, l2, l3, l4 yra sveikieji skaičiai. Remiantis vidurkinimo rezultatais, gauname Furjė
eilučių koeficientų numerius, kurie turi tenkinti rezonanso sąlygas:
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lt + λ1lx + l2(λ1 + λ2) = 0,

lt
1

λ1
+ lx + l2

(

1 +
λ2

λ1

)

= 0,

lt − λ2lx − l2(λ1 + λ2) = 0,

lt − λ2lx + l2

(

1 +
λ2

λ1

)

= 0.

(10)

Nuosekliųjų artinių (9) funkcijos yra 2π periodinės pagal greituosius kintamuosius,
kai egzistuoja sąlyga λ1 = λ2 = 1. Šis atvejis λ1 = λ2 = 1 gali atrodyti kaip specifinis,
tačiau jis būdingas taikymams. Pavyzdžiui, akustikoje koeficientų λ1, λ2 prasmė yra
garso greitis, o bangos juda į skirtingas puses tuo pačiu greičiu. Taigi pakeitus greičio
dimensiją, galime gauti λ1 = λ2 = 1.

4 Pavyzdys

Panagrinėkime (1) uždavinio pavyzdį, kai λ1 = λ2 = 1, o funkcijos f1, f2 yra tiesinės
tokio pavidalo f1 = a(x)r2, f2 = b(x)r1, a ir b yra periodinės su periodu 2π funkcijos.
Tada atitinkama suvidurkinta sistema (7) turi tokį pavidalą:











r1τ + λ1r1ξ =

{

〈

a(x)r2
〉

, kai ξ > λ1τ,
〈

a(x)r2
〉

, kai ξ < λ1τ,

r2τ − λ2r2ξ = 〈b(x)r1〉.

(11)

Tarkime, kad

a(x) = a0 + a1c cos(x) + a1s sin(x) + a2c cos(x) + a2s sin(x) + · · · ,

b(x) = b0 + b1c cos(x) + b1s sin(x) + b2c cos(x) + b2s sin(x) + · · · .

Tada (11) sistemos sprendinio ieškome tokiu pavidalu rj = rj0 + rj1s sin(x) +
rj1c cos(x) + · · · , čia rj0, rj1 yra τ ir ξ funkcijos, funkcijoms rj0 rasti sprendžia-
me (11) sistemą su dešine puse a0r20 ir b0r10 atitinkamai. Funkcijoms rj1s ir rj1c
rasti, sprendžiame diferencialinių lygčių sistemą











































∂r11c

∂τ
+
∂r11c

∂ξ
=

1

2
a2cr21c(τ, ξ) +

1

2
a2sr21s(τ, ξ),

∂r11s

∂τ
+
∂r11s

∂ξ
=

1

2
a2sr21c(τ, ξ)−

1

2
a2cr21s(τ, ξ),

∂r21s

∂τ
−
∂r21s

∂ξ
= −

1

2
b2cr11s(τ, ξ) +

1

2
b2sr11c(τ, ξ),

∂r21c

∂τ
−
∂r21c

∂ξ
=

1

2
b2cr11c(τ, ξ) +

1

2
b2sr11s(τ, ξ), ξ > λ1τ.

(12)











































∂r11c

∂τ
+
∂r11c

∂ξ
=

1

2
a2cr21c(τ, ξ) +

1

2
a2sr21s(τ, ξ),

∂r11s

∂τ
+
∂r11s

∂ξ
=

1

2
a2sr21c(τ, ξ)−

1

2
a2cr21s(τ, ξ),

∂r21c

∂τ
−
∂r21c

∂ξ
=

1

2
b2cr11c(τ, ξ)−

1

2
b2sr11s(τ, ξ),

∂r21s

∂τ
−
∂r21s

∂ξ
=

1

2
b2sr11c(τ, ξ) +

1

2
b2cr11s(τ, ξ), ξ < λ1τ,

(13)

kuri turi būti papildoma atitinkamomis kraštinėmis sąlygomis (1).
Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 53, 2012, 19–24.
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Pastebėkime, kad gautoji sistema (12)–(13) yra baigtinė, nes uždavinys yra tie-
sinis. Bendruoju atveju, gautume begalinę diferencialinių lygčių sistemą. Uždavinys
(12)–(13) nepriklauso nuo mažojo parametro ε ir sprendžiamas kompaktinėje srityje
[0; τ0]×[0; ξ0], todėl jis nebeturi asimptotinio integravimo problemų ir jį galima spręsti
skaitiniais metodais. Atvejai, kai λ1 6= λ2 6= 1 yra tolimesnių tyrimų objektas.

5 Išvados

Taigi straipsnyje parodyta, kad svarbiu taikymams atveju λ1 = λ2 = 1 nagrinėjamas
(1) kraštinis uždavinys turi tolygiai tinkamą srityje (t, x) ∈ [0, O(ε−1)] × [0, O(ε−1)]
asimpotinį sprendinį, kuris yra suvidurkintos sistemos (9) sprendinys.
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SUMMARY

The research of semi-linear hyperbolic system of averaged equations with perio-
dic boundary conditions
A. Krylovas, R. Kriauzienė

In this paper weakly non-linear hyperbolic system of the first order differential equations with boun-
dary conditions is studied. The averaged system of integro-differential equations along the charac-
teristics is contructed. The aim of this paper is to get the conditions for the existence of classic
solution to mentioned averaged problem.

Keywords: Asymptotical analysis, averaging, interaction of waves, boundary condition, resonance,
the systems of hyperbolic equations.
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