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Santrauka. Nagrin¢jama Madhavos—Gregorio—Leibnico eiluté skai¢iui 7 ir Madhavos lie-
kamojo nario formulés. Apzvelgiamos rafinuotos hipotezés, méginancios paaiskinti, kaip
Madhava sugebéjo rasti optimalias eilutés pataisas. Vietoj tuy nejtikimy spéjimy pasiulyta
visiSkai paprasta hipotezé, kuri remiasi elementariu budu pataisoms gauti, grindziamu paties
Madhavos metodu.

Raktiniai zodziai: skaicius m, Madhavos—Gregorio—Leibnico eiluté, liekamasis narys, pataisa, gran-

dininé trupmena.

1671 m. skoty matematikas Gregoris (James Gregory, 1638-1675) ir nepriklau-
somai nuo jo 1673 m. vokie¢iy matematikas Leibnicas (Gottfried Wilhelm Leibniz,
1646-1716) nurodé pirmaja eilute, kuria naudojantis galima apskaiciuoti skaiciaus =
reikSme. Ir kokia buvo sensacija, kai po kurio laiko paaiskéjo, kad Sita (ir daug kity
eilu¢iu) jau pries 250 (!) mety buvo uzrases indy matematikas ir astronomas Madhava
(Madhava, 1350-1425). Stai ta eiluté:

T_ 4 1 . 1 1 n

4 3 5 7 '
Ja naudojantis jmanoma apskaiciuoti 7 reiksSme norimu tikslumu:

4 4 4
— 44 4., 1

™ 3 + 57 + (1)
Tiesa, imdami ¢ia 1, 2, 3, 4 démenis ir t.t., gauname p; = 4, ps = 2,66..., p3 =
3,46...,p4 =289..., ps = 3,33..., taigi tik paéme 8 narius matome, kad 3,01... <
T < 3,28..., o noréedami gauti po kablelio bent viena teisinga zenkla, turime imti net

50 démeny (zr. [1]). Puikiai tai suvokdamas, Madhava jvedé vadinamasias pataisas ir
uzrasé (1) formule taip:

4 4 4 4
=4——4 - — 4 (=) . —1)" - 4F(n). 2
oA ST s (C) e (S ) () 2)
Jis pasiulé tris apytiksles F'(n) iSraiskas:
1 n n?+1
F = — F: = — F: = —
1(”) 47’L7 2(”) 47’L2 ¥ 17 3(”) 47’L3 I 5n (3)

Jos labai tikslios — pavyzdziui, is (1) formulés turime p1g = 3,194 ..., poo = 3,091 ...,
o (2) formulgje imdami F(n) = Fs(n), gauname p1g = 3,1415926529..., pog =
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3,1415926540 . . ., t.y. 8 tikslius skaitmenis po kablelio. Bet labiausiai visus stebino,
kad Sios iSraiSkos yra optimalios, kai vardiklis yra atitinkamo laipsnio daugianaris.

Matematikai ir matematikos istorikai daug triusé bandydami atspeéti, kaip Mad-
havai pavyko tai padaryti. Buvo prieita isvados, kad jis zinojo kuria nors labai tikslia
7 aproksimacija, o tada jau galéjo apskaiciuoti F'(n) reikSmes su mazais n, iSreiksti
jas grandininémis trupmenomis ir atspéti F(n) iSraiska.

I tikryjuy, indy matematikai jau nuo IX amziaus Zinojo reiksme 7w ~ 355/113. Su
sia reiksme i (2) formulés turime

1 1 11
e Y N - Y LAV N _/1m
4 452 452 452/97  4+64/97 4+ 1+ 54
1171921
44+ 14 14 337
1 2 161 1/1/1.1
F(g):ﬁ_1+_:@__:i:JJ_/_8’
4 3 452 3 1356 8+ 2+ 24+ 25

Py = BL_ 1/1/1p21

6780 12+ 3+ 3+ 47’

Pay= 28 _ 1/1/1/72
47460 16+ 4+ 4+ 155’

P(s)= 2158 _ 1/1/1p15
427140 20+ 5+ 5+ 753’

F(6) = 194457 1 /1 /1 /1422
4698540 24+ 6+ 6+ 5023’

(7) = 2170599 1 /1 /1 /18707
T 61081020 28+ T+ 7+ 40863

IS 8iy lygybiy galima spéti, kad F(n) = —-/-1/ 1 Atmete --/—— gauname

An+ n+ n+ty, ° n+ n+t,’
_ 1 1 _ 1/ _n :
Fi(n) = 4. Atmete i gauname Fy(n) = 5,7/ = 127 Pagaliau, atmete ¢,
__1/1/1 _ nP1
gauname Fg(n) m/ﬁ/; = In¥+n-

Si ir panasios hipotezés (7r. [1], [4]) sunkiai jtikimos dél keliy priezaséiy. Pirma,
Madhavos mokiniai buty zinoje tokj metoda ir ji aprase. Nemini jie ir reikiamuy =
artiniy. Stai Madhavos mokyklos atstovas Sankara, kurio darbuose Madhava cituoja-
mas gana nuosekliai (paties Madhavos isliko tik keli darbai i$ astronomijos), visiskai
kitaip aiskina pataisy Fi(n), Fa(n) ir F3(n) atsiradima. Pateiksime jo (anot Sanka-
ros — paties Madhavos) samprotavimy esme (Zinoma, perrase kai ka Siuolaikiskiau;
remsimeés straipsniu [2], kuriame klausimo istorija iSdéstyta ypa¢ nuodugniai).

Lygybe (2) perrasome taip:

T/A=1-1/34+1/5-1/T+ -+ (-1)""'-1/2n—1)+ (-1)"F(n). (4)
Joje n pakeic¢iame i n + 1:
74 =1-1/341/5-1/74 - +(—=1)""L1/(2n—1)+(=1)"1/(2n+1)+(—1)" T F (n+1).
Atéme jas viena is kitos, gauname

(- 1/2n+ 1)+ (=1)""'F(n+1) — (=1)"F(n) = 0,
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t.y.
F(n)+ F(n+1)=1/2n+1). (5)

Taigi reikia rasti F'(n), tenkinandia Sia lygybe. Kadangi tiksliai rasti F'(n) nepavyksta,
ieSkome kuo geresnés pavidalo F(n) = A/n funkcijos. Kadangi A/n+ A/(n+ 1) ~
1/(2n + 1), tai eilés 1/n tikslumu A/n+ A/n = 1/2n, A = 1/4. Vadinasi, ieSkomoji
funkcija 1/n tikslumu yra Fy(n) = 1/4n.

Rasty (4) lygties sprendiniy tiksluma matuojame paklaida

|F(n)+ F(n+1)—1/(2n+1)|. (6)
Pataisos Fy(n) = 1/4n paklaida yra
1/dn+1/(4n+4) —1/(2n+1) = 1/4n(n + 1)(2n + 1). (7)
t.y. eilés 1/n.

Kadangi F (n) siek tiek per didelé, bandome ja pataisyti ir imame F(n) = 1/(4n+
B), kur B > 0. Bet kad ir kokia buty konstanta B > 0, pataisos

1 1 1
n+B Antdt+B 2m+l
1 1 1 1 1 1 1
= - —+ - +—+ -
in+B 4n  4dn+4+B 4dn+4  4n  4dn+4  2n+1
B B 1

In(n+ B) @nid)dn 4+ B)  dnni)@n i 1)

eile dideliems n yra 1/n?, taigi Fy(n) = 1/4n yra geriausia pavidalo 1/(4n-+ B) pataisa
ir duoda eilés 1/n paklaida.
Kadangi vardiklyje imti konstanta vietoj B neverta, tai ieSkome geriausios pavidalo

F(n) = ﬁ% = 1750, kai C' > 0 pataisos.

Stai ¢ia Madhava émé C' = 1 ir jsitikino, kad pataisa Fy(n) = 277 labal gera.
Panasiai jis ieskojo pavidalo F(n) = ﬁ#% = % dar geresnés pataisos
n2+1

ir veél jsitikino, kad geriausia imti D = 1, tada gauname pataisa F3(n) =
Taigi musy hipoteze galima suformuluoti taip:

4n3+45n"

Madhava suvoké, kad pataisas galima vis gerinti grandininiy trupmeny metodu,
émé C = 1, D = 1 1ir gsitikino, kad geresniy konstanty atitinkamose grandininése
trupmenose nera.

Aptarsime, kaip Madhava galéjo isitikinti pataisu Fi(n), Fa(n) ir F3(n) optima-
lumu. Kaip jau matéme, jis patikrino, kad pataisos F'(n) = 1/(4n + B), kai B > 0,
duoda eilés 1/n? paklaida, o B = 0 atitinka pataisa Fj(n), kurios paklaidos eilé yra
1/n3. Jis taip pat zinojo, kad Fy(n) paklaidos eilé yra 1/n%,

n n n+1 I 4
4n2 41 4n+1)24+1 2n+1  (4n24+1)4n2+8n+5)(2n+1)’

(8)

o paklaidos F(n) = /< kai C' # 1, eilé yra tik 1/n°.

dn+ n?



Madhavos formulés 143

Tikriausiai Madhava sugebéjo apskai¢iuoti, kad F3(n) paklaidos eilé yra 1/n7,

n?+1 (n+1)2+1 1
4n3+5n  4(n+1)3+5(n+1) 2n+1
9

n(4n? +9)(n+1)(4n?2 +8n+9)(2n+1)’ )
ir jsitikino, kad F(n) = —-—/-2/2 kai D # 1, duoda tik 1/n’ eilés paklaida.

Madhava (ir jo mokiniai) né nebandé prodmetl7 kad nurodytos pataisos pacios ge-
riausios — jiems visiskai uzteko jsitikinti, kad jos tiesiog labai geros. Beje, teiginio,
kad tik reikSmés B = 1 ir D = 1 duoda atitinkamos eilés paklaidas, jrodymas visis-
kai analogiskas jrodymui, kad A = 0, — tiesiog skaic¢iavimai gremézdiskesni. Be to,
nepamirskime, kad visus skaiciavimus Madhava atlikdavo be algebrinés simbolikos, o
tiesiog zodziais (!). Net bet kuri formulé buvo nusakoma Zodziais, o dazniausiai, kad
lengviau buty jsiminti, — posmais (literaturologai pasakytu — stansals).

Ir dar: jsitikinti formuliy tikslumu Madhava puikiausiai galéjo ,praktiskai“: juk
visos jos skirtos apskaiciuoti 7 reiksmei (Madhava neabejotinai zinojo kelias deSimtis
skaiciaus 7 deSimtainiy Zenkly). Todél paémus nedidelj n, sakykime, n = 10, ga-
lima apskaiciuoti 7w reikSme naudojantis kiekviena is tiriamyjy pataisy. Gaunamos
paklaidos i$ karto parodo formulés kokybe.

Skaitytojui gali kilti toks klausimas: kodél Madhava parasé tik tris pataisy for-
mules? Kitaip sakant, kodeél, sakykime, jis nenurodé ketvirtosios pataisos Fy(n)?
Atsakymas Cia paprastas — atspéti ja jau per sunku. Atspéti C =1 ar D = 1 papras-
ta: o nuo ko gi pradéti spélioti, jei ne nuo vieneto? Bet vargu ar galima atspéti, kad
norint gauti Fy(n), iSraiskoje

SRR AVAYL a0)

dn+ n+ n+ n

reikia imti K = %, — tik tada gausime eilés 1/n° paklaida. Net jeigu Madhava

isitikino, kad formulés su K = 2 ir K = 3 neblogos, jis maté, kad paklaida yra eilés
1/n7. Tai dar karta rodo Madhavos — matematiko — masta: jis skelbé ne Siaip geras,
o tik tikslias formules. Beje, ,ketvirtoji Madhavos formulé“ atrodytu taip:

F()—l/l/ /J 1/i/ 5n 1/5n+12
* 4n+ n+ n+ bn 4n+ n+ 5n2+12 dn+ 5n3 +17n
5n3 + 17n

T20nt + 7302 + 12

Dabar pasiziurékime, kaip visos Madhavos formulés jrodomos grieztai (tiksliau,
kaip irodomas konstanty A, B, C, D, taip pat ir K optimalumas).

Pradékime nuo pirmos pataisos F;(n). Ja gauname, optimaliai pasirinke pavidalo
Fi(n) = A/n pataisa. Tada

A A 1 n4A—1)+n4A—1)+A

n+n+1_2n+1_ nin+1)(2n+1) ’

ir kai A # 1/4, tai dideliems n paklaida bus eilés 1/n, o kai A = 1/4 — tai eilés 1/n3.
Taigi maziausia paklaida duoda A = 1/4, ir tada gauname Fj(n) = 1/4n, kurios
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paklaida yra
Fi(n)+ Fi(n+1)—1/2n+1) =1/4n(n+1)(2n +1). (11)

Pataisa F} Siek tiek per didelé (duoda teigiama eilés 1/n® paklaida), todel galima
buty bandyti mazesne pataisa F(n) = 1/(4n + B), kur konstanta B > 0. Bet to né
nereikia — pataisa Fy(n) = 1/(4n+1/n) juk dar mazesné, o duoda eilés 1/n® paklaida.

Irodysime, kad pataisy F(n) = 1/(4n + %) = oo klaséje pataisa F(n) yra
optimali. Mums reikia jsitikinti, kad paklaida 4n2"+c + 4(nﬁr)12 Tc 2n1+1 yra eilés

1/n® tik kai C' = 1. Tai nesunku padaryti analogiskai kaip jrodant konstantos A op-
timaluma, bet skaic¢iavimai labai supaprastéja, kai paklaida pertvarkome remdamiesi
(7) formule:

n 1 n+1 1 1
<4n2+cﬁ) + <4(n+1)2+04n+4) 2+ 1
C C
T+ 0) @@ 18141 0)  ImniDEnt 1)

Matome, kad jeigu C' # 1, tai paklaidos eilé bus 1/n3, o kai C' = 1, tai eile 1/n° jau
zinome (zr. (6)).
Kadangi F»(n) per maza, tai ja padidiname, bet ir vél neverta nagrinéti pataisy

171 . s _ 1 /1/D _ 4D
F(n)_ﬁnJrD,omkartotlrmF(n)—ﬁﬁg—m-

Dabar paklaida vertiname, remdamiesi (6) formule:

Fn)+ Fn+1)—1/(2n+1)

B n?+ D __n (n+1)*+D
C n@n2+4D+1) 4n2+1 (n+1)[4A(n+1)2+4D +1]
n+1 4

4n+1)24+1  (n2+1)dn2+8n+5)(2n+1)

Pirmas ir antras démenys duoda reiskini D/n(4n?+4D+1)(4n?+1), t.y. ~ D/16n°.
Trecias ir ketvirtas démenys duoda tiek pat (tai tie patys ankstesni démenys, tik n
pakeistas j n + 1), taigi kartu turime ~ D/5n°. Kadangi i3 jo atimama ~ 1/8n°, tai
paklaida, kai D # 1, bus eilés 1/n°. Kai D = 1, F(n) virsta F3(n), ir jau matéme
(zr. (7) formule), kad tada paklaidos eilé tampa 1/n".

Visiskai taip pat, remdamiesi (8) formule, jrodome, kad tik su K = 12/5 iSraiskoje
(10) paklaidos eilé yra 1/n”.

Ir pabaigai. Siuolaikiné matematika zino (zr. (3)) tiksly (4) lygties sprendinj — jis
iSreiskiamas begaline grandinine trupmena:

1,12 ,2% ) 3

1
F(n)= =" .
2 2n+ 2n+ 2n+ 2n+...

Imdami ¢ia tik pirmasias grandis, gauname Fj(n), Fa(n), F3(n), Fi(n).
Be kita ko, tai reiskia (zr. (2) formule su n = 1), kad

2 2 2 2
w2123 4
24 2+ 24 24 2+ ...
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SUMMARY

Madhava’s formulae
J.J. Macys
Two hypotheses on the derivation of Madhava’s corrections of the series for number 7 are considered.
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