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Santrauka. Straipsnyje nagrinéjamas vienas Ziniy tikrinimo testas, kuriam taikomas anks-
Ciau pasiulytas matematinis modelis. Parodyta, kaip konstruojamos testo klausimy charak-
teristinés funkcijos ir kaip gali buti prognozuojami sudaryto i§ kai kuriy istirty klausimy
testo rezultatai. Aptartos tolesniy tyrimy perspektyvos.

Raktiniai Zodziai: matematinis modeliavimas, ziniy tikrinimo testai.

Ivadas

Sis tyrimas yra [1] straipsnyje pasiulyto ziniy vertinimo matematinio modelio taiky-
mas vienam konkreciam testui. Modelio [1] esmé yra aprasyti testo klausimus tam
tikromis charakteristinémis funkcijomis k;(p), kuriy apibrézimo sritis yra studento
ziniy lygis p € [0,1], o igyjamos reikSmeés — tikimybés teisingai atsakyti i j-aji tes-
to klausimg. Straipsnyje [1] buvo nagrinéjamos atkarpomis tiesinés funkcijos k;(p)
ir daromos prielaidos apie studento ziniy lygio tikimybinj skirstinj. Tai leido atlikti
Monte Carlo tipo eksperimentus ir prognozuoti testo rezultata. Siame straipsnyje
mes nagrinésime priklausanc¢ias nuo vieno parametro a > 0 klausimy charakteristines
funkcijas

2 alnp
k(p;a) = — tg| ———— 1
(1) = Zavcerg( ). 1)
kai zinomi testo rezultatai, r; € {0,1,...,n} — teisingy atsakymuy skaiciai (¢ia i —

studento numeris; n — klausimy skaicius), mes perskaic¢iuojame santykinius testo ver-
tinimus (taikome norminiy vertinimy principa):

7 —min; r;

p= (2)

max; r; — min; r;

Tada funkcija k(p; a) atitinkandias testo rezultatus parametro a reikmes nustato-
me maziausiy kvadraty metodu. Zinodami tas reikSmes, prognozuojame sudaryto is
atrinkty klausimy testo rezultata, priklausomai nuo studento ziniy lygio p.

1 Vieno konkretaus testo analiz4

Analizuosime konkrety testa, kuris buvo pateiktas VGTU pirmo kurso studentams
2015 rudens sesijos Matematika 1 dalyko egzamino metu. Testg sprendé 21 studentas.
Toliau pateikiame testa (teisingi atsakymai suzymeéti).
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1
Duota funkcija f(z) = e 1+® . Jos apibrézimo sritis yra:
Dz #1; @ (—o0;1) U (1; +00); @ (—o00;+00);
@z < —-1;® (1;+00); ® (—o0; —1); @ @ (—o00; —1) U (—1; +o00); & (—o0;1).

1
limy ,_1_0elT? =D +00; @D L@ —0; @ e; ® —1;0® 0; @ 1; ® 2.

Kurie i§ tasky A(0, 0), B(0, e), C(e, 0) priklauso funkcijos f(x) grafikui?
@ AC; @ C; @ B; @ Nei vienas; ® BC; ® Visi; @ A; ® AB.

nmzﬂ,weﬁ =D @ -0+ @ e; ® —00; @ L 0@ 1; ® 2.

Kurios i$ tiesiy A. ¢ = —1; B. y = 1; C. y = —1 yra funkcijos f(z) grafiko asimptotés?

@ A; @ C; @ B; @ BC; ® Nei vienas; e® AB; @ AC; ® Visi.

Kurie i§ teiginiy yra teisingi: A. f(z) didéjanti; B. f(x) mazéjanti; C. f(x) ekstremumy neturi?
DC; @B;® A; @ AB; ® AC; ® Nei vienas; e¢@ BC; @ Visi.

Kurie i§ teiginiy yra teisingi: Funkcija f(z) yra iskila A. aukétyn intervale (—oo; —1);

B. zemyn intervale (—1; 4+00); C. zemyn intervale (0; 400)?

e AB; @ C; @ BC; @ AC; ® B; ® A; (™ Nei vienas; ® Visi.

Kuris i$ pateikty grafiky yra funkcijos f(z) grafikas?

\

: _ \
T
] e
!
:
D ' ) S
Tiesiniy lygéiy sistemos
EI 3z + 2y — 4z = -5 o@D Sprendiniy neturi; @ (1;0;0);
Sr+dy+2z=7 sprendiniai yra: @ (1;0;2); ® Turi begalo daug
22 42y 452 =5 @ (t;0;2t),t € R; sprendiniy.
c42  w<—1 Funkcijos g(x) trikio taskai yra:
(2) = 3 22 L men A. @ = 2 I-o tipo triikio taskas;
9(@) =2, —“lses B. = 2 Il-o tipo triikio taskas;
4-2z, =z=>2 C. x = —1 I-o tipo trikio taskas.
@ Nei vienas; e@ A; @ Visi; @AB; ®B; ®C; @ AC; ® BC.
. 2x—3 — —
limg 41 oo (25T = D L@+ ® — 1@ —c; e® ¢ 5 ® s @ 0 ® e L.
Duoti taskai A(3; —1;52) ir B(2; —5;4). @ 1%13 = &11 = ZT72? @3z —y+2:+ 3 =0
Lygtis plokitumos, einanéios per tagka A . T3
ir statmenos atkarpai AB, yra: @20 - 3y+4z+L=0e@20+y—42+3=0
Su kuriomis parametro a reiksmémis matricos A = (Cl‘ ;1> - E

[
w

atvirkitines matricos A~ ! determinantas yra neneigiamas? Cia E yra antros eilés vienetiné matrica.
©-1,2031; @2 ® 2; @ Su visais a € R; @ —2; ® Tokiy realiy reiksmiy néra.
@ x b #zymima vektoriy @ ir b vektoriné sandauga. Kurie i$ teiginiy teisingi:
A. @ x b yra vektorius; B. @ X b yra skaicius; C. @ X b = b x a7
@ Visi; @ C; @ Nei vienas; e@ A; ® AB; ® BC; @ AC; ® B.
Su kuriomis parametro m reikdmémis vektoriai (1; m; —2) ir (2;4; m) yra statmeni?
D4 @ -2,® 2 @ 0; ® Su visais m € R; ® Tokiy realiy reiksmiy néra; @ —1; ® 1.
Antros eiles kreives 202 — 4y? + 8z + 16y — 24 = 0 kanonine lygtis yra:

2 52 o2 o2
®£I_+42L,£%L:1;®L%L,LU_SZL:1;

2 o2

@2 - D2 —dy -0 =1 e@ EEN" _ AT _

= —

-
. H

-
o

=
=]

Ta kreivé yra: @ Elips¢; @ Hiperbolinis paraboloidas; e@ Hiperbolé; @ Cilindras;

Matricos (31 ’21 3 } ?) rangas yra lygus: @ 0; 6@ 1: @ 2, @ 3; ® 74 ® 1; @ —1; ® 3.

17

- ® Vienasakis hiperboloidas; ® Parabolé; @ Dvigakis hiperboloidas; ® Apskritimas.
19 99 999
01 9 99

00 1 1= D22e@0@% D9 O LG -1 ® -2 ® 999.
00 -1 1

[

1-oje lenteléje pazyméta: Nr. — studento numeris; ¥ — teisingy atsakymy skaicius
(eilutés X — kiekvieno studento teisingai atsakyty klausimy skaicius, stulpelio ¥ — kiek
studenty teisingai atsaké i kiekviena klausima). Pagal eilutés 3 duomenis nustatome
studento ziniy lygj, o pagal stulpelio — klausimo sunkuma.

I pateiktos 1-osios lentelés matome, kad klausimai 1, 8, 9 yra labai lengvi, i juos
atsaké beveik visi studentai, aisku, kad tokius klausimus reikia i$ testo eliminuoti.
Kita vertus, klausimai 2 ir 7 labai sunkus, i juos atsakeé vos keli studentai, tad tokiy
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1 lentelé. Testo atsakymuy rezultatai.

Nr. 1 2 3 4 5 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 %
1+ - - - - + - 4+ + - - + - + + + + - 9
2+ + o+ - - + + - - - - - - -+ o+ T
3+ - + + - -+ + + - - -+ - - - -7
4 - + - - - -+ + + - - 4+ 4+ - - - + 4+ - 8
5 + - + + + - - + + + - - + - - + 4+ - + 1
6 + + - - - -+ - - - - - - - - 4+ 4+ 5
T+ - - - 4+ - - + 4+ - - + 4+ - - 4+ 4+ 4+ - 9
8 + - + + - -+ - - - + - - - 4+ 4+ + + 9
9 + - - - + - - 4+ + - - 4+ - - - + + 4+ - 8

0 + - 4+ 4+ + + + + - - - + - - - - 8

o+ - 4+ 4+ - - -+ == -+ - - - 5

12 4+ - 4+ 4+ 4+ + + + - + - - 4+ + - - + + 12

13 + - 4+ + + - - + + - + - - - + + 9

o - - 4+ - 4 - + + - - - - - - - 4+ 5

5+ - + - - - - + + - - - 4+ - - - + 6

6 + - + - + 4+ - 4+ + - - - - 4+ - 4+ - + - 9

7 4+ - 4+ - 4+ - - 4+ + - + - + + 4+ - - + + 1

8 + - - - 4+ 4+ - 4+ - - 4+ - 4+ 4+ 4+ + - - + 10

9 - - 4+ - - - - - - - - - 4+ - - - - + 4+ 4

20 - - + + + + - 4+ + o+ 7

21+ - + - - - - - - - - o 4+ 4+ - - + + 6

S 17 1 15 8 11 4 1 17 16 3 4 6 7 6 8 8 6 14 13

klausimy taip pat nereikéty jtraukti i testa, arba reikéty apsvarstyti ju formulavi-
ma. Cia verta atlikti dalykine (didaktine) klausimo analize, taciau $itame straipsnyje
apsiribojame tik statistiniais tyrimo aspektais.

Klausimo sunkumas yra tik viena jo charakteristika. Paimkime, pavyzdziui, stip-
rius studentus, kurie surinko daugiausiai — 10 arba 11 testo tasky ir paimkime silpnus
studentus, kurie surinko maziausiai — 5 arba 4 testo taskus. Nagrinékime, pavyzdziui,
testo 5 klausima. IS testo rezultaty lentelés matome, jog visi stipriausi studentai j
si klausima atsaké, o silpniausi neatsaké nei vienas. Todél galima daryti iSvada, kad
sis klausimas gerai diferencijuoja studentus, tai yra, vienareikSmiskai atskiria stiprius
studentus nuo silpny. O, pavyzdziui, paémus 18 klausima, kurio sunkumas panasus,
matome, jog kai kurie stipriausi studentai j ji neatsaké, o kai kurie silpniausi kaip tik
atsaké teisingai. Todél Sis klausimas blogiau diferencijuoja studentus. Verta tuomet
paziuréti didaktine prasme i tokiy klausimy turinj, bet to nedarome, dél apribojimo
straipsnio apimciai.

2 Klausimy charakteristinés funkcijos

Konstruosime vieno pasirinkto klausimo, j kurj teisingai atsaké mazdaug pusé stu-
denty, charakteristine funkcija ir nagrinésime, kaip jos pagalba galima sukurti testa,
kuris pakankamai gerai diferencijuoty studentus, atsizvelgiant i ju ziniy lygj ir klau-
simy sunkuma.

Cia vertéty pazyméti, jog dél nepakankamo kiekio statistiniy duomeny ir dél ap-
ribojimo straipsnio apimciai, apsiribojame pilotiniu tyrimu, tiesiog norime paziuréti
kaip veikia konkretus matematinis statistinis modelis.

Toliau auksciau pateiktus rezultatus surasome j 2-aja lentele.

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 57, 2016, 13-18.
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2 lentelé.

Testo taskai 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Studenty skaicius 1 3 2 3 3 5 1 2 1

044

0.3

024

0.1

i ] 3 i 3 01 02 03 04 05 06 07 08 09
a F

1 pav.

Visy testuojamuju aibe S = {1,2,...,21} pagal testo rezultatus suskaidome j 4
blokus S7 = {6, 11,14,15,19,21} — gavusiu 4, 5 arba 6 testo taskus; Sy = {2,3,4,9,
10,20} — 7 arba 8 taskus; S3 = {1,7,8,13,16} — 9 taskai; Sy = {5,12,17,18} — 1
11 arba 12 tasky. Pastebékime, kad S; N S; = 0ir S;USUS3US8; = 5. Testo
rezultatus (taskus) perskaiciuojame taikydami (2) formule. Tada vidutinius ziniy
lygius p; € [0, 1] kiekvienoje grupéje S; ivertinsime taip:

1-(4—4)+3-5—-4)+2-(6-4) 10

P = 5121 = g ~ 02083,
3.(7—4)+3-(8—4) 5-(9—4)
_ —04 =227 62
P2 s 0.4375,  ps 3 0.625,
1-(10—4)+2-(11—4)+1-(12—4
pa= ( s (4 < )1 ) _ 0875,

Nagrinésime 5 testo klausima. Kiekvienoje testuojamuyjy grupéje S; teisingy at-
sakymy j §j klausima buvo atitinkamai: 1, 3, 3 ir 4. Taigi ieSkomos klausimo cha-
rakteristinés funkcijos k(p) reiksmés k; = k(p;): ki = § ~ 0.1667, ks = 3 = 0.5,
ks = £ = 0.6, ky = 7 = 1. Funkcijos k( ) ieskosime (1) pavidalu (2), o parametra a
nustatysune mamausm kvadraty metodu:

g (@) Z( et e ) - ’“)

Apytiksliai sprendziame lygti S’(a) = 0, a ~ 0.8995. 1 paveiksle pateiktas funkcijos
S(a) grafikas ir rastos funkcijos k(p; 0.8995) grafikas.
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01 02 03 04 05 06 07 08 08

2 pav. 3 pav.

3 lentelé. Cia pateikiamos apskai¢iuotos tikimybés ¢;(p).

p 10 1 2 +3 #4 ) 16 7 8 9 $10
0.3 014 032 031 0.17 0.05 0.01 O 0. 0. 0. 0.
0.4 0.02 012 025 028 020 0.09 0.03 0.01 O 0. 0.
0.5 0. 0.02 0.07r 0.18 0.26 025 0.15 0.06 0.01 o0 0.
0.6 0. 0. 0.01 0.03 0.10 0.21 027 0.23 012 0.03 0.
0.7 0. 0. 0. 0. 0.01 0.05 0.15 0.25 0.30 0.19 0.05
0.8 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.02 0.09 0.25 0.38 0.26
0.9 0. 0 0. 0. 0. 0. 0. 0.01 0.05 0.29 0.65

3 Hipotetinio testo rezultaty prognozeé

Kadangi tai pilotinis tyrimas, tai pasirinkome 10 hipotetiniy klausimy su keturiomis
hipotetinémis charakteristinémis funkcijomis. Parametrus a; parenkame hipotetiskai,
atsizvelgdami j nagrinéto 5 klausimo rezultatus, darydami prielaida, kad sudare testa
i$ 10 panasaus sunkumo klausimy, mes gausime panasias charakteristines funkcijas.
Taigi tarkime, kad testas sudarytas is 10 klausimy, kuriy charakteristinés funkcijos
yra k;(p;a;), esant parametro a reiksméms a; = 0.5, ax = 3 (po du klausimus), ir
az =1, a3 = 1.5 (po 3 klausimus). Toliau atliekame tokio testo analize, naudodami
[1] straipsnio metodika.

3 pav. ir 4 pav. pavaizduotos (1) charakteristinés funkcijos k; (j = 1,2,3,4)
ir ju iSvestinés, kurios rodo testo klausimo skiriamaja geba, t.y., kokio ziniy lygio
studentus atitinkamas klausimas geriausiai diferencijuoja.

Pazymeékime ¢;(p) (7 =0,1,...,9,10) tikimybes, kad studentas, kurio Zinios jver-
tintos reikSme p € [0, 1], teisingai atsakys j 0,1,...,9,10 testo klausima. Jos lygios
(zr. [1]) 8io polinomo atitinkamy koeficienty moduliams

P(a;p) =(1— k1(p) — ka(p)z)* (1 — ka(p) — ka(p)a)”
x (1= ks(p) — ks(p)x)” (1 — ka(p) — ka(p)x)”. (3)

Is 3-sios lentelés matome, jog studentas, kurio, pavyzdziui, ziniy lygis yra 0.3,
atsakys su tikimybe 0.14 i 0 testo klausimy, atitinkamai 0.32 — 1, 0.31 — 2, 0.17 — 3,

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 57, 2016, 13-18.
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0.05 — 4, 0.01 — 5, o j likusius atsakys su tikimybe beveik lygia 0. Norime pastebéti,
jog tai yra santykinis vertinimas, priklausantis nuo musy testo. Aisku, kad ¢ia rei-
kéty atskiro tyrimo ir reikia daugiau statistiniy duomeny, kad galima buty pasiulyti
konkrecia transformacija, kaip tokiam konkreciam testui rasyti pazymius 10-baléje
skaléje. Bet ¢ia yra hipotetinis santykinis jvertinimas.

4 Isvados ir numatomi tyrimai

Straipsnyje parodyta bendroji schema, kaip konkrec¢iam ziniy tikrinimo testui pritai-
kyti [1] straipsnyje pasiulyta matematini modelj. Parodyta, kaip sukonstruoti vieno
klausimo charakteristing funkcija. Testas buvo analizuojamas statistiniais aspektais,
taciau gauta informacija gali buti naudinga ir didaktiniam tyrimui. Lieka atviras
klausimas dél studenty ziniy vertinimo skalés — mes naudojome santykinius jvercius
ir ziniy lygio jverciai buvo apskaiciuoti tik remiantis straipsnyje nagrinéjamu testu.
Bendru atveju reikéty kompleksinio vertinimo, pavyzdziui, atlikti su studentais kelis
testus, panaudoti kita papildoma informacija, bet tai jau yra ateities tyrimy objektas.
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SUMMARY

Theoretical and practical aspects of the knowledge examination test modeling
J. Karaliunaité, A. Krylovas

In the article one knowledge examination test for which is applied known mathematical model is
considered. It is shown how the characteristic functions of the questions of the text can be constructed
and how there may be made predictions about the results of the test made of the analyzed questions.
Also the perspectives of the further research are presented.

Keywords: mathematical modeling, knowledge examination tests.
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