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Santrauka. Straipsnyje nagrinéjama dviejy silpnai netiesiniy lygéiuy hiperboliné sistema
su periodiniais pagal erdvinj kintamajj koeficientais. Taikant dviejy masteliy ir vidurkinimo
pagal charakteristikas technika konstruojama neturinti sekuliariyjy nariy asimptotiné eilu-
té. Bendroji asimptotinio integravimo metodika pritaikyta netiesinés nehomogeninés stygos
svyravimy asimptotinei analizei

Raktiniai Zzodziai: asimptotiniai metodai, vidurkinimas, banginé lygtis, rezonansai.

Ivadas

Straipsnyje nagrinéjama dviejy pirmosios eilés hiperboliné sistema su mazuoju teigia-
mu parametru e:

— 87’] aTj
Djr; = 5 iAax
or or 1
:E(fjo(x’rl’m;g)+fj1(x’””255)a_;+fj2(367r1,r2;6)a_;), L
7 =1,2.

Kai ¢ = 0, (1) sistema apraso dvi tiesines nepriklausomas bangas, bégancias j skir-
tingas puses su grei¢iu A. Jei € > 0, sistema apraso bangy saveika, kuri pasireiskia
ilgajame laiko intervale t ~ ¢~!. [ (1) pavidalo sistema pertvarkomos netiesiniy
nehomogeniniy stygu svyravimo lygtys. Straipsnyje pateikta (1) sistemos bendro-
ji asimptotinés analizés schema. Atskiras tokios analizés atvejis buvo iSnagrinétas

straipsniuose [1, 2].

1 Asimptotinés eilutés konstravimas

Pazymékime 7 = et, y1 = x — A, yo = x + At ir (1) sistemos asimptotinio sprendinio
ieskosime tokios asimptotinés eilutés pavidalu:

ri(twse) = of (roy) + Y e (08" (r ) + wl™ (7, 2, y1,2). (2)
n=1
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Irase (2) i (1), skleidziame sistemos deSines puses e laipsniuy eilute ir perrasome ja
taip:

a (0 v aw<"> .,
DjTj =€ + Z ( ( aJ’T ) + D]w§ ))
€<f<o> O 301 L o0y )

" 0 w (90" "
+zs"+1(f;o>+f (”1 e+ 1 (G5 +vut?)). @)
n=1

Cia
ow'™ ow'™ ow’™ owl™
D™ = A 4 oa L Dow™ = ~A"2— — 202
10 ox + Oys 212 Oz oy
ow'™ ™ ouwl™
YV (n) + i J

690 oy Oy

Prilyginame (3) reiskiniuy koeficientus prie vienody ¢ laipsniy:

90'” 0 oY)
1. J (1) _ £(0) (0) Ul (0) U2
S O — 19+ P+ 18 (4)
av" dw™ )
gntl. + Djw, Wt ™ = T f f Ul ngn)
37’ J T Oy1
(")
+f(")< + Vu <">>, j=12. (5)
Sistema (1) papildysime periodinémis pradinémis salygomis

(0,23 ¢€) Zs ™ (z r™ (x4 2m) = rM (), j=1,2. (6)

Suformuluokime uzdavinius (2) asimptotinio skleidinio koeficientams ieskoti. Apibreéz-
kime vidurkinimo isilgai charakteristiky operatorius:

A E
<f(Tazay17y2)>1E %/ f(Tayl+)\Svylayl+2)\S)dsv
0

Y
<f(Tazay17y2)>2 = %/ f(Ta Y2 — )\Sva - 2)\Say2) ds. (7)
0

(0)

Funkcijas v;" randame, kaip tokio Kosi uzdavinio sprendinj:

3() 61} 81}
(eI 0% 00y =0 )
J

Y2
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Funkcijas w§-1) randame i$ (4) lygybés ir tokiu papildomu salygu:

1 0 0 1
Djw§ ) = Fj( ) _ <F]( )>j, w§ )(T,yj,yj,yj) =0. 9)

Tarkime, kad visos (1) sistemos funkcijos f;; yra periodinés pagal kintamaji x su
periodu 27. Tada sistemos (9) desiné pusé uzrasoma Furjé eilute

FO = 3" PP (r)ellorthmtton) - = /2T 1= (ly, 1, 1) (10)

lezZ3

Pastebéje, kad

(0)

821 _ <F1(0)>1 _ Z Fl(IO) (T)ei(lurJrlllerlzyz),
T 1: Al +2Al, =0

PRI o

O e Y e
T 1: —Aly—2\l, =0

gauname
0 Y ()

1 . .
wy (7-’ T, Y1, y2) — (el(loi+l1y1+12y2) _ el(l0+l1+l2)y1)’

1: Al +2A1, 0 Ml +202)
F(O) (7.) . s
Z by \T) (el(loz+l1y1+l2yz) _ e1(l0+l1+l2)y2). (12)

1
wé )(TVT)yl)yQ) = i)\(_lo _ 2l1)

1: — Al — 2, #0
Taigi galime suformuluoti rekurentinius sarysius visoms funkcijoms w]("), vj(m, kai
n=1,2,..., ieskoti:

(n)
6yj J
n+1 n n n+1
Djw§' o = Fj( ) - <FJ( )>j’ w§' " )(T’yjayjayj) =0. (13)

2 Nehomogeninés stygos svyravimai
Gerai zinoma nehomogeninés stygos tiesiné svyravimy lygtis
0%u 0 Ju
= 2T = 14
P05 = 5 (105 (14)
galioja, kai daroma prielaida, kad jos profilio u(¢, x) poky¢iai
— =tana = sina &~ a, 15
o (15)
¢ia t — laikas, x — erdviné koordinaté, p — stygos tankis, T — jtempimo jéga.
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du

. . . I . s _ tan o _ s . .
Kai (15) prielaidos negalioja, tai sina = TrtenTs = \/1:( — ir stygos profilio
o
u(t, x) pokyciai aprasomi antrosios eilés netiesine lygtimi
Pu 0 T(x)5
x o)
L+ (5)

Lygties (16) tyrimui taikome mazojo parametro metoda:

u(t,z) =¢(e)u(t,z), 0<E(e) <1,
p(x) = po+ p(e) plz), 0< pe) <1,
T(x) =Ty +v(e)T(z), 0<v(e) <. (17)

Is (16) ir (2) gauname

921 VdTgcm) ou 4 (T + Z/T( )) 62‘

(po + i)/ (1 + (622)?)

w

Skleidziame (18) mazuyju parametry laipsniais:

o2 p, Ox?
- L(EO 705 E) - i
() G (RS e e
Pazymeékime \2 = f", v = 861;, w= %. Tada (19) lygti perrasome taip:

ow Ov Ov 50w
X Zon F(wuuf)-ﬁ-G(Uﬂ/Mf) (20)

Taigi i$ (19) ir (20) gauname (1) pavidalo sistema Rymano invariantais r, = v — Aw,
9 = U + Aw:

- To —T1 1 To —T1 . 87’2 (97"1
Dirj F( ox 5) 2)\G< 2 ’V’M’§)<8$ - ax)' (21)
3 Pavyzdziai
Paimkime (2) salygose:

5(5) = /L(E) =& V(E) =0, po =1y =1,

1
p(x) = a(z) = A+ Bsinwz, @9 (z) = = cosu, aY(z) = 5 sin a.
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Tada)\:l,rgo)( ) =sinz, Té)( ) =0.

1. Tarkime, kad B = 0. Nesudétinga (8) sistemos analizé rodo, kad Siuo atveju
Ry =sin(y; + 47), Ry =0,

cetA

u(t,z;e) = —% /Rl(r, y1)dyr + O(e) = %cos (x —t+ T) + O(e).

Pastebékime, kad ta patj rezultata, gauname palikdami (20) lygtyje O(e) eilés narius
ir taikydami Dalambero formule

(a<0> (z+tvV1—eA) + 1Oz —ty1—eA))
x+ty/1—cA
/ V1i—eA

u(t,x;e) =

DN | =

@V (z) dz
2\/175 (z)d

_1 cos +t7% + cos 7t+% flcos()
! v 2 v 2 1

1 etA
= 5 cos (m—t—l—T) + O(e).

2. Tarkime, kad A =0, w = 1. I$ (8) gauname Ry = sin(y;1), Ry =0,

u(t,z;e) = —% /OZ Ri(1,y)dy + O(e) = %cos(x —t) + O(e).

3. Tarkime, kad A =0, w = 2. Siuo atveju (8) sistema jgyja toki pavidala:

OR: B [ . ORy (7,31 + 25)
o I ), sin2(y; + ) 9 S,
OR, B [*™ . IR (7,12 — 25)
o g sin2(y2 — ) 99s s,
Rl (07 yl) = Sin(yl)a RQ(Oa y2) = 0 (22)

Pastebéje, kad
2m 2
/ sin2(x — s) cos(x — 2s) ds = / sin 2(z + s) cos(x + 2s) ds = mwsin(x),
0 0
sistemos (3) sprendinio ieskome taip: R;(7,y,) = V;(7)sin(y,). Gauname

Vi, WVi0)=1,  1.(0)=0.

it zie) = %(cos (%) cos(z — ) — sin (%) cos(x + t)) + 0.
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4 Isvados

Straipsnyje pasiulyta netiesiniy nehomogeniniy stygy asimptotinés analizés bendro-
ji schema, kai mazieji parametrai apibréziami (2) sarysiais. Parodyta, kaip uzda-
vinys pertvarkomas i (1) pavidalo dvieju silpnai netiesiniy lygéiu hiperboling sis-
tema. KEsant periodinéms pradinéms salygoms konstruojama neturinti sekuliariyjuy
nariy asimptotiné eiluté, tolygiai aproksimuojanti stygos svyravimus ilgajame laiko
intervale ¢t € [0, O(e~1)].

ISnagrinéti schemos taikymo pavyzdziai, kai asimptotiniai artiniai isreiksti ana-
liziniu pavidalu. Dél apribojimy straipsnio apimciai konstruojami tik pagrindiniai
asimptotiniy skleidiniy nariai. Aukstesniyjy eiliy asimptotiniai skleidiniai leisty ap-
tikti silpnyjy rezonansy atsiradima. Tai yra tolesniy tyrimuy objektas.
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SUMMARY

Asymptotic integration of systems of two wave equations with small parameter
A. Krylovas

In this article we consider a hyperbolic system of two weakly nonlinear equations. Coefficients of
the equations and initial conditions are periodical functions of the space variable. A multi-scale per-
turbation technique and integrating along characteristics are used to construct asymptotic series
without secular members. The scheme of asymptotic integration is applied to analysis of oscillations
of nonlinear non-homogeneous strings.

Keywords: asymptotic solutions, averaging, wave equation, resonances.
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