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Santrauka. Darbe nagrinėjamas stygos svyravimų netiesinis matematinis modelis su pe-
riodiniais pagal erdvinį kintamąjį koeficientais. Taikant dviejų mastelių ir vidurkinimo pagal
charakteristikas techniką, konstruojamas neturintis sekuliariųjų narių asimptotinis skleidi-
nys.

Raktiniai žodžiai: asimptotiniai metodai, vidurkinimas, netiesinės bangos, rezonansai.

1 Uždavinio formulavimas

Darbe nagrinėjamas silpnai netiesinių bangų modelis:

∂rj

∂t
±

∂rj

∂x
= ε

(

r2x − r1x

2
α cos(ωx)

)

+ ε2
(

r2x − r1x

2

(

α2

4
cos2(ωx)

))

, (1)

j = 1, 2, 0 < ε ≪ 1.

Prie tokio pavidalo uždavinio gali būti pertvarkyta netiesinės stygos svyravimų
lygtis, taikant mažojo parametro metodą [2] ir paliekant lygtyje eilės O(ε) ir O(ε2)
narius [2]. Taikymuose, tai sudaro dviejų vienmačių netiesiškai sąveikaujančių laukų
sistemą. Priklausomai nuo parametro ω ir nuo pradinių sąlygų, sistemoje (1) gali
atsirasti kombinaciniai rezonansai. Šio tyrimo objektas yra atvejis, kai sistema neturi
rezonansų, jei atmesti eilės O(ε2) narius, tačiau juos paliekant, rezonansai atsiranda
(mes tokius rezonansus vadiname silpnaisiais).

2 Suvidurkinta sistema

Tolygiai tinkamą ilgajame laiko intervale t ∈ [0, O(ε−1)] (1) uždavinio asimptotinį
sprendinį

rj(t, x; ε) = V 0

j (τ, yj) + ε
(

W 1

j (τ, x, y1, y2) + V 1

j (τ, yj)
)

+O(ε2), j = 1, 2 (2)

konstruojame spręsdami suvidurkintąją pagal charakteristikas sistemą [1].
Čia τ = εt – lėtasis laikas, y1 = x − t, y2 = x + t – greitieji charakteristiniai

kintamieji, y = (y1, y2). Vidurkinimo pagal charakteristikas operatoriai apibrėžiami
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taip:

〈

f(τ, x, y)
〉

1
= lim

T→∞

1

T

∫ T

0

f(τ, x, y1, y2)





x = y1 + t

y1 = y1
y2 = y1 + 2t



 dt,

〈

f(τ, x, y)
〉

2
= lim

T→∞

1

T

∫ T

0

f(τ, x, y1, y2)





x = y2 − t

y1 = y2 − 2t
y2 = y2



 dt.

Funkcijų W 1

j (τ, x, y1, y2) išvestinės pagal t ir x yra tokios:

∂W 1

j

∂t
= −

∂W 1

j

∂y1
+

∂W 1

j

∂y2
,

∂W 1

j

∂x
=

∂W 1

j

∂y1
+

∂W 1

j

∂y2
.

Funkcijos rj(τ, yj) išvestinė pagal t, kai τ = εt, yj = x∓ t:

∂rj

∂t
= ε

∂V 0

j

∂τ
∓

∂V 0

j

∂yj
+ ε2

∂W 1

j

∂τ
∓ ε

∂W 1

j

∂y1
± ε

∂W 1

j

∂y2
+ ε2

∂V 1

j

∂τ
∓ ε

∂V 1

j

∂yj
, j = 1, 2.

Funkcijos rj(τ, yj) išvestinė pagal x:

∂rj

∂x
=

∂V 0

j

∂yj
+ ε

(

∂W 1

j

∂x
+

∂W 1

j

∂y1
+

∂W 1

j

∂y2
+

∂V 1

j

∂yj

)

, j = 1, 2.

Tada gauname:

∂rj

∂t
±

∂rj

∂x
= ε

∂V 0

j

∂τ
+ ε2

∂W 1

j

∂τ
+ ε

(

∂W 1

j

∂x
∓ 2

∂W 1

j

∂y3−j

)

+ ε2
∂V 1

j

∂τ
, j = 1, 2.

Įrašome gautus reiškinius į (1) sistemą ir surenkame sistemos koeficientus prie
vienodų ε laipsnių:

ε

(

∂V 0

1

∂τ
+

∂W 1

1

∂x
∓ 2

∂W 1

1

∂y2

)

+ ε2
(

∂W 1

1

∂τ
+

∂V 1

1

∂τ

)

=
ε

2

((

∂V 0

2

∂y2
−

∂V 0

1

∂y1

)

α cos(x)

)

+
ε2

8

((

∂V 0

2

∂y2
−

∂V 0

1

∂y1

)

(

α2 cos2(x)
)

+

(

(

▽W 1

2
−▽W 1

1

)

+

(

∂V 1

2

∂y2
−

∂V 1

1

∂y1

))

(

4α cos(x)
)

)

, (3)

čia

▽Wn
j =

∂Wn
j

∂x
+

∂Wn
j

∂y1
+

∂Wn
j

∂y2
, j = 1, 2.

Asimptotinio skleidinio narys V 0

j (τ, yj) randamas sprendžiant suvidurkintą siste-
mą

∂V 0

j

∂τ
=

〈

F 0

j

〉

j
=

〈

1

2

(

∂V 0

2

∂y2
−

∂V 0

1

∂y1

)

α cos(ωx)

〉

j

, j = 1, 2. (4)
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Paminėkime vidurkinimo operatorių savybes. Kai m, k ∈ N ir m = 2k turime:
〈

cos(mx) sin(ky2)
〉

1

=
1

2π

∫

2π

0

cos
(

m(y1 + s)
)

sin
(

k(y1 + 2s)
)

ds

=
1

4π

∫

2π

0

sin
(

(m+ k)y1 + (m+ 2k)s
)

− sin
(

(m− k)y1 + (m− 2k)s
)

ds

= −
1

2
sin(ky1).

Panašiai gauname:

〈

cos(mx) cos(ky2)
〉

1
=

1

2
cos(ky1),

〈

sin(mx) sin(ky2)
〉

1
= −

1

2
cos(ky1),

〈

cos(mx) sin(ky1)
〉

2
= −

1

2
sin(ky2), (5)

〈

cos(mx) cos(ky1)
〉

2
=

1

2
cos(ky2),

〈

sin(mx) sin(ky1)
〉

2
= −

1

2
cos(ky2).

Visais kitais atvejais, t. y. kai m 6= 2k turėsime nulį.

3 Pavyzdys

Tarkime, kad (1) sistemoje ω = 1, α = 1 ir r1(0, x; ε) = sin(x), r2(0, x; ε) = 0.
Tada iš (4) sistemos gauname V 0

1
(τ, y1) = sin y1, V 0

2
(τ, y2) = 0, ir norint sukonst-

ruoti asimptotinio skleidinio (2) antrajį narį reikia rasti funkcijas W 1

j (τ, x, y1, y2) ir
V 1

j (τ, yj).
Funkcijos W 1

j (τ, x, y1, y2) surandamos išsprendus sistemą:


















∂V 0

1

∂τ
+

∂W 1

1

∂x
− 2

∂W 1

1

∂y2
=

1

2

((

∂V 0

2

∂y2
−

∂V 0

1

∂y1

)

α cos(x)

)

,

∂V 0

2

∂τ
+

∂W 1

2

∂x
+ 2

∂W 1

2

∂y1
=

1

2

((

∂V 0

2

∂y2
−

∂V 0

1

∂y1

)

α cos(x)

)

.

(6)

Pritaikius (4) formulę, kai j = 1, 2:

F 0

j =
1

2

((

∂V 0

2

∂y2
−
∂V 0

1

∂y1

)

α cos(x)

)

ir
∂V 0

j

∂τ
=

〈

F 0

j

〉

j
=

〈

1

2

(

∂V 0

2

∂y2
−
∂V 0

1

∂y1

)

α cos(ωx)

〉

j

,

gauname


















〈

F 0

j

〉

1
+

∂W 1

1

∂x
− 2

∂W 1

1

∂y2
= F 0

1
,

〈

F 0

j

〉

2
+

∂W 1

2

∂x
+ 2

∂W 1

2

∂y1
= F 0

2
.

(7)
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Taigi perrašome (6), (7) ir gauname

∂W 1

j

∂x
∓ 2

∂W 1

j

∂y2
= F 0

j −
〈

F 0

j

〉

j

=
α

2
cos(ωx)

∂V 0

2
(τ, y2)

∂y2
−

α

2
cos(ωx)

∂V 0

1
(τ, y1)

∂y1

−

〈

α

2
cos(ωx)

∂V 0

2
(τ, y2)

∂y2
+

α

2
cos(ωx)

∂V 0

1
(τ, y1)

∂y1

〉

j

, j = 1, 2. (8)

Kadangi nagrinėjamu nerezonansiniu atveju 〈F 0

j 〉j = 0, V 0

2
= 0, turime

∂W 1

j

∂x
∓ 2

∂W 1

j

∂y3−j

= F 0

j = −
α

2
cos(ωx)

∂V 0

1
(τ, y1)

∂y1
, j = 1, 2. (9)

Kadangi V 0

1
= sin y1 ir α = 1, tai gauname

∂W 1

j

∂x
∓ 2

∂W 1

j

∂y3−j

= −
1

2
cos(x) cos(y1), W 1

j (yj , yj, yj) = 0, j = 1, 2. (10)

(10) sistemos sprendinį W 1

1
(τ, x, y1, y2) užrašome iš karto:

W 1

1
= −

1

2
sin(x) cos(y1) +

1

4
sin(2y1),

o W 1

2
(τ, x, y1, y2) sprendinio ieškosime sprendžiant (10) sistemos antrąją lygtį neapi-

brėžtųjų koeficientu metodu:

W 1

2
= Asc sin(x) cos(y1) +Acc cos(x) cos(y1) + +Acs cos(x) sin(y1)

+Ass sin(x) sin(y1) + ϕ(y2). (11)

Turime

(Acc − 2Ass) sin(x) cos(y1) + (2Acc −Ass) cos(x) sin(y1)

− (Asc + 2Acs) cos(x) cos(y1) + (2Asc +Acs) sin(x) sin(y1)

= −
1

2
cos(x) cos(y1).

Iš čia

Acc − 2Ass = 0, 2Acc −Ass = 0, Asc + 2Acs =
1

2
, 2Asc +Acs = 0.

Turime

Acc = Ass = 0, Asc = −
1

6
, Acs =

1

3
.

Gauname

W 1

2
= −

1

6
sin(x) cos(y1) +

1

3
cos(x) sin(y1) + ϕ(y2).

ϕ(y2) =
1

6
sin(y2) cos(y2)−

1

3
cos(y2) sin(y2) = −

1

6
sin(y2) cos(y2).
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Funkcijos V 1

j (τ, yj) surandamos iš (3) sistemos, surinkus narius prie ε2 laipsnių:

∂W 1

j

∂τ
+

∂V 1

j

∂τ
=

1

8
α2 cos2(x)

(

∂V 0

2

∂y2
−

∂V 0

1

∂y1

)

+
α cos(x)

2

(

∂W 1

2

∂x
+

∂W 1

2

∂y1
+

∂W 1

2

∂y2
−

∂W 1

1

∂x
−

∂W 1

1

∂y1
−

∂W 1

1

∂y2

)

+
α cos(x)

2

(

∂V 1

2
(τ, y2)

∂y2
−

∂V 1

1
(τ, y1)

∂y1

)

= F 1

j , j = 1, 2, (12)

čia funkcijos V 0

j ir W 1

j jau yra žinomos:

V 0

1
= sin y1, V 0

2
= 0,

W 1

1
= −

1

2
sin(x) cos(y1) +

1

4
sin(2y1),

W 1

2
= −

1

6
sin(x) cos(y1) +

1

3
cos(x) sin(y1)−

1

6
sin(y2) cos(y2).

Įrašome jas į (12) sistemos lygtis ir atliekame elementarius pertvarkius:

F 1

j =

(

5

48
+

5

48
cos(2x)

)

cos(y1)−
1

6
sin(2x) sin(y1)−

1

4
cos(x) cos(2y1)

−
7

24
cos(x) cos(2y2) +

5

24
cos(x) +

cos(x)

2

(

∂V 1

2

∂y2
−

∂V 1

1

∂y1

)

.

Pritaikius vidurkinimo pagal charakteristikas operatorius ir (6) formules, gauname
suvidurkintą sistemą:



















∂V 1

1

∂τ
=

〈

1

2
cos(x)

∂V 1

2

∂y2

〉

1

,

∂V 1

2

∂τ
=

5

96
cos(2y2) +

1

12
cos(2y2)−

1

2

〈

cos(x)
∂V 1

1

∂y1

〉

2

(13)

su pradinėmis sąlygomis V 1

j (0, yj) = 0, kai j = 1, 2.
Matome, kad funkcijos

V 1

1
≡ 0 ir V 1

2
=

13

96
τ cos(y2)

tenkina (13) sistemą. Taigi išnagrinėto pavyzdžio asimptotinis artinys yra šis:

r1(t, x; ε) = sin(x− t) + ε

(

−
1

2
sin(x) cos(x− t) +

1

4
sin 2(x− t)

)

+O
(

ε2
)

,

r2(t, x; ε) = ε

(

−
1

6
sin(x) cos(x − t) +

1

3
cos(x) sin(x− t)

−
1

6
sin(x+ t) cos(x + t) +

13εt

96
cos 2(x+ t)

)

+O
(

ε2
)

, (14)
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4 Išvados

Pateikta straipsnyje asimptotinio integravimo metodika leidžia konstruoti tolygiai tin-
kamo ilgajame laiko intervale t ∈ [0, O(ε−1)] asimptotinio skleidinio aukštesnės eilės
narius. Taip galima aptikti antrosios ir aukštesnių eilių periodinių svyravimų rezonan-
sinę sąveiką (silpnuosius rezonansus). Tai galėtų būti įdomu, pavyzdžiui, muzikiniu
instrumentu, kietojo kūno, skysčių, dujų ir net plazmos subtilesniu svyravimo savybių
tyrimui.
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SUMMARY

Weak resonances of periodical nonlinear oscillations
O. Lavcel-Budko, A. Krylovas

The mathematical model of nonlinear oscillations of weightless string is analyzed. Coefficients of the
mathematical model and initial conditions are periodical functions of the space variable. A multi-
scale perturbation technique and integrating along characteristics are used to construct asymptotic
solution without secular members.

Keywords: resonance, asymptotic methods, nonlinear waves, averaging.
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