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Santrauka. Šiame darbe nagrinėjami n-matės Euklido erdvės hiperpaviršių kreivumai.
Išvedamos formulės pagrindinių kreivumų simetrinėms funkcijoms apskaičiuoti.

Raktiniai žodžiai: hiperpaviršius, Gauso kreivumas, vidutinis kreivumas.

Tarkime, kad S – hiperpaviršius, n-matėje Euklido erdvėje, apibrėžtas parametri-
nėmis lygtimis

S : xi =
X i(uα)

t(uα)
;

čia i, j, . . . = 1, . . . , n, αβ, . . . = 1, . . . , n− 1. Pažymėkime

xi
α =

∂xi

∂uα
, xi

αβ =
∂xi

α

∂uβ
, . . . .

Iš hiperpaviršiaus S lygties
S : ~r =

{

xi
(

uα
)}

gauname, kad
~rα = xi

α~ei, ~rαβ = xi
αβ~ei, . . . ;

čia {~ei} ortonormuotoji n-matės Euklido erdvės bazė. Hiperpaviršiaus S normalės
vektorius

~N =
[

~r1, ~r2, . . . , ~rn−1

]

=
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~e1 ~e2 . . . ~en

x1
1 x2

1 . . . xn
1

x1
2 x2

2 . . . xn
2

. . . . . . . . . . . .

x1
n−1 x2

n−1 . . . xn
n−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= S̄i~ei.

Iš čia gauname, kad
~N2 =

(

S̄i~ei
)

·
(

S̄j~ej
)

= δij S̄
iS̄j .

Kadangi

xi
α =

1

t2

(

tX i
α − tαX

i
)

, x
j
β =

1

t2

(

tX
j
β − tβX

j
)

,

tai hiperpaviršiaus S metrinis tenzorius

gαβ = ~rα · ~rβ = δijx
i
αx

j
β
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72 K. Navickis

arba

gαβ =
1

t4

(

pαβt
2 − 2qαβt+ rαβ

)

;

čia

pαβ = δijX
i
αX

j
β, qαβ = δij(tαX

iX
j
β + tβX

jX i
α), rαβ = δijX

iXjtαβ .

Pažymėkime
g = det(gαβ).

Matome, kad dydis t4(n−1) · g yra 2(n− 1)-ojo laipsnio polinomas t atžvilgiu. Matrica
t4 · (gαβ) yra t-matrica:

t4 ·G = t2 · P − 2t · P +R,

čia
G = (gαβ), P = (pαβ), Q = (qαβ), R = (rαβ).

Normalės vektoriaus ~N ilgis
| ~N | = √

g.

Kadangi
X i = t · xi,

tai

X i
α = tαx

i + txi
α, X i

αβ = tαβx
i
β + tαx

i
β + tβx

i
α + txi

αβ .

Normalės ~N koordinatės

S̄1 =

∣
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∣

∣

∣
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. . . . . . . . .
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n−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, . . . , S̄n = (−1)n+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1
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1

. . . . . . . . .

x1
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∣

.

Kita vertus,

S1 =
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∣

∣
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t1x
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1 t1
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= tn · S̄1, . . . ,

Sn = (−1)n+1
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∣

∣
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∣

∣
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= (−1)n+1 · tn · S̄n.
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Hiperpaviršių kreivumai 73

Matome, kad
Si = tnS̄i.

Iš čia gauname, kad

| ~N |2 = g = (tn)−2δijS
iSj ,

√
g =

1

tn

√

δijSiSj .

Hiperpaviršiaus S antrosios kvadratinės formos koeficientai

Aαβ =
~N

| ~N |
· ~rαβ =

~N · ~rαβ√
g

=
1√
g
(~r1, ~r2, . . . , ~rn−1, ~rαβ)

=
(−1)n√

g
(~rαβ , ~r1, ~r2, . . . , ~rn−1) =

(−1)n√
g

·

∣
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∣

∣
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αβ . . . xn

αβ
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1 . . . xn

1

. . . . . . . . .

x1
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∣
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∣
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=
(−1)n

tn+1√g
·
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∣

∣

X1
αβ . . . Xn

αβ tαβ

X1
1 . . . Xn

1 t1
. . . . . . . . . . . .

X1
n−1 . . . Xn

n−1 tn−1

X1 . . . Xn t

∣
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∣
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∣
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∣

∣

=
(−1)n

tn+1√g
· Āαβ .

Iš čia gauname, kad

det(Aαβ =

(

(−1)n

tn+1√g

)n−1

· det(Āαβ) =
det(Āαβ)

t(n−1)(n+1)(
√
g)n−1

.

Hiperpaviršiaus S pilnasis arba Gauso kreivumas

K =
det(Aαβ)

det(gαβ)
=

det(Aαβ)

tn
2
−1 · g(n+1)/(n−1)

.

Hiperpaviršiaus S pagrindiniai kreivumai k1, . . . , kn−1 taške M0 ∈ S yra (n − 1)-ojo
laipsnio lygties

det(Aαβ − k · gαβ) = 0

šaknys. Aišku,
K = k1 · k2 · · · · · kn−1.

Hiperpaviršiaus S vidutinis kreivumas

H =
k1 + k2 + · · ·+ kn−1

n− 1
.

Tarkime, kad matricos (gαβ) atvirkštinė matrica yra (gαβ). Tada

H =
gαβAαβ

n− 1

arba

H =
(−1)n

(n− 1)
√
g
gαβAαβ .

Darbe išvedamos kiek sudėtingesnės formulės ir kitoms simetrinėms pagrindinių
kreivumų funkcijoms. Iš gautų formulių atskiruoju atveju t = 1 gaunamos klasikinės
formulės [1].

Liet. mat. rink. LMD darbai, 51:71–74, 2010.
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SUMMARY

Curvatures of hypersurfaces
K. Navickis

In this article we generalize some classical formulas for curvatures of hypersurfaces in the n-dimensional
Euclidean space using the homogeneous formulas.

Keywords: hypersurface, Gauss curvature, mean curvature.


