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Santrauka. Straipsnyje nagrin¢jamas ne-Niutoninio antrojo laipsnio skys¢io periodinio pagal laika
tekéjimo Puzeilio tipo sprendinys begalinéje dvimatéje juostoje. Irodytas sprendinio egzistavimas ir vie-
natis. Be to, gauti sprendinio jverciai Sobolevo erdvése. Parodyti sarySiai tarp skyscio srauto ir slégio
gradiento.

Raktiniai ZodZiai: antrojo laipsnio skysciai, Puazeilio sprendinys, srauto salyga, Furjé eilute.

Ivadas

Begalingje juostoje IT= {x € R?: (x1,x2) € (—%, %) x R}, d > 0, nagrinéjamas peri-
odinis laiko atZvilgiu ne-Niutoninio antrojo laipsnio skyscio tekéjimo uzdavinys:

%(u—aAu) —vAu—cau-VAu+ Vp=V-N(u),
V.-u=0, (N
ulyrix(0,27) =0, u(x,0) =u(x,2m),

Cia o ir v yra teigiamos konstantos, u = (u1, up) apraso skyscio tekéjimo greiti, p —
slegi, Nw) = a(Vu)" (Vu+ (Vu)’) —u®u, AT — matricos A transponuota matrica.
(1) uzdavini nagrin¢jame su papildomai duota srauto salyga

dJ2
[ mnan =Fo. @
—-d)2
kur srautas F(t) yra periodiné funkcija

F(0) = F(Q2m).

Stacionar@is ir nestacionariis pradiniai ir kraStiniai uzdaviniai antrojo laipsnio
skysciy tekéjimo lygtims buvo nagrinéti darbuose [3—6,8].

Siame straipsnyje ieSkomas (1)—(2) uzdavinio Puazeilio tipo sprendinys (u; p) pavi-
dalo

u(x,t):(O,U(xl,t)), P(X,I)Z_Q(I)XZ“‘PO(I), (3)
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¢ia po(t) yra bet kuri kintamojo ¢ funkcija, o U (x1, t) ir g (¢) periodinés laiko atZvilgiu
funkcijos:

Ux1,0)=U(x1,2m), q(0) =qQ2m).

Iraéiliis (3) israiskas i (1)—(2), funkcijoms U (xy,t) ir g(¢) gauname uzdavinj inter-
vale (=5, 5):
3 2*U 32U _
g(U —(XW) — VW —q([),
Ud(z—%,t):U(%,t):O, U(x1,0) = U (x1,27), 4)
AU G, 0 dxy = F ().

Niutoniniu skysCiu tekejimams (Navje—Stokso lygtims) periodinis laiko atzvilgiu
Puazeilio tipo sprendinys buvo rastas [2,7] darbuose. Zemiau pateikti irodymai yra
panasiis [7] straipsnyje pateiktiems jrodymams.

Straipsnyje naudojami standariniai Sobolevo erdviu Zyméjimai W21, W21 Lir et (Zr.
pvz. [1]).

1. Pagalbiniai rezultatai

Tarkime, kad funkcija ¢ (¢) yra Zinoma ir panagrinékime uzdavini:
3 32U 32U
W(U_“W)_VWZQU), )
U(-4,1)=U(%,1)=0, Ux,0)=U(x,2n).

1 TEOREMA. Tarkime q € L1(0, 2m) yra 2w -periodiné funkcija. Tuomet egzistuoja
vienintelis (5) uzdavinio 21 -periodinis sprendinys U € W22 ’1((—d /2,d/2) x (0,2m)) ir
yra teisingas jvertis:

AU
U2, 4=
W AR amOE o i -apam xo2m)
32U,
2t < cllgllL,0.27)- (6)
0x7 Nl Ly((~d/2,d/2)%(0,27))

[rodymo schema. Kadangi ¢ (¢) yra periodiné funkcijair g € L, (0, 27), tai ja galima
iSreiksti Furje eilute:

(c) o)
q .
q(t) = % + E (q,ﬁ” cos(nt) + q,gs) s1n(nt)). (7)
n=1

Apytikslio (4) uzdavinio sprendinio ieSkome pavidalu:

_ @o(x1)

U(N) ,t
(x1,1) >

N
+ ) (palxr) cosnr) + P, (x1) sin(nr)),

n=1
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(c)
¢ia go(x1) = %(d2 —4x12), o koeficientai ¢, (x1) ir ¥, (x1),n =1,2, ..., N, randami
18 sistemuy

W2+ &2n?)gl) — an’p, — nv, = ang —vg\”,
2 + a2y — an’y, +nvg, = —vg® — angl’,

d d d d
on(—5)=0(5)=0. ¥u(-5)=v(5)=0.
Lengva patikrinti, kad U (M (x1, 1) tenkina uzdavinj
9 N 22U 22U (N
s UN) — o) — v =M @),

1 1
UM4.0=U0MG.n=0, UM, 0= 2n)

(N)
2

(c) N
Cia g™ (1) = q% + > (q,? cos(nt) + q,i” sin(nt)).
n=1

Galima parodyti, jog yra teisingas jvertis

N
lu™ ”Wz’l((fd/Z d/)x0.27) T H o
2 : : X1 llw" (—d/2.d/2)%(0,27))
aZUt(N) N
) <cqf )“L2(0,2n> < cllglln,0,27)s
X1 WLa((=d/2,d/2)x(0,27))

¢ia konstanta ¢ nepriklauso nuo N. Todél pereinant prie ribos, kai N — oo gaunamas
(5) uzdavinio sprendinys U (x1, t). Akivaizdu, kad (6) ivertis islieka teisingas.
2. Sarysis tarp srauto F () ir slégio gradiento ¢(7)

Paanalizuokime uzdavinius:

a (e _ 02u 22U
37 (Un o ox: v oxt =cos(nt),

3
U (=41) =0 (4.0) =0, U0 @,0 = U, 20),
O) ?*u Pul _ .
5 Up" —« ot )—v ot = sin(nt), ©)

UO(-4,0=U0"¢,n=0, U 1,0=U x1,270).
Tiesioginiais skaiCiavimais galima gauti (8) ir (9) uzdaviniu sprendinius:

U (x1,1) = @, (x1) cos(nt) — Y, (x1) sin(nt),

U (x1,1) = ¥, (x1) cos(nt) + @, (x1) sin(nr), (10)
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¢ia poros (¢ (x1), ¥y, (x1)) yra stipriai elipsiniu sistemu sprendiniai:

—n, —any! —vgl =1,

—ng, +ang) + vy, =0, "
on(— ) =(d) =0, (1)
Un(— %) =vu(%) =0.

IS stipriai elipsiniy sistemy teorijos Zinoma [ 1], kad kiekviena (11) sistema turi vien-
inteli sprendini (¢,, V) € W3(—d/2,d/2) N W3 (—d/2,d/2).
Pazymékime

dj2 dj2
an:/ z‘ﬂn(x1)dx1, by =— zlﬁn(xl)dxl, n=012,.... (12)
/

1 LEMA. Tarkime (¢n, ¥n) € W3(—d/2,d/2) "W} (—d/2,d/2) yra (11) sistemos
sprendinys. Tuomet yra teisinga nelygybe:

" d
—, Vn=0,1,2,.... (13)
v

2 1 2
v ”‘/’n ||L2(—d/2,d/2) +v ”W ||L2(fd/2,d/2) <
Skaiciai ay, ir b, pasiZymi savybémis:
(@ a,>0,vn=0,1,2,...;b0=0,b,>0,Vn=1,2,...;

(b) an?%,bn>%,vn:1,2,e
(©) limy, o0 (nby) =d.

Si lema yra analogika [7] straipsnyje Navjé—Stokso lygéiy sistemai jrodytai lemai.
Tegul g € L7(0,27) ir U(xy,t) yra (5) uzdavinio sprendinys. Srautas F(t) =
iﬁz U (x1,t)dx; yra periodiné funkcija ir F € L,(0, 2), todél ja galima iSreiksti

Furjeé eilute:

F(c) 00
F(1) = % + Z (F cos(nt) + F sin(nr)). (14)

n=1
Remiantis (8)—(12) sarysiais irodoma

2 LEMA. Funkciju q(t) ir F(t) Furjé koeficientus (q.°, q>) ir (F\©, F®Y sieja
lygybés:

9 =a,q\ —bag\?,  FO =bag\? +anq®, n=0,1,2,.... (15)
arba ekvivalenciai:

© _ anF + by (5) _ a, F\") — b, F\")

a0 YT ey

16
P (16)

IS 1 ir 2 lemy iSplaukia
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3 LEMA. Tarkime (F,ic), Fn(S)) ir (q,ﬁ”, qn )) n=0,1,2,..., yra susieti lygybémis

(15) arba (16). Jei (7) eiluté konverguoja erdvéje L,(0,2m) i funkcija q € L>(0,2m),
tuomet (14) konverguoja i F € Ly(0,2m). Be to, yra teisingas {vertis:

I FllLy0.2m) < €1llgllL,0.27)-
Ir priesingai, jei (14) eiluté konverguoja i funkcijq F € W21 (0, 2m), tai (7) konveguoja
iq € Ly(0,2m) ir yra teisingas jvertis

Ig1lL20,2m) < 2l Fllw) 0,27 (17
Konstantos cy ir ¢y priklauso tik nuo d.

2 TEOREMA. Tarkime F € W21 (0,2m) yra 2m-periodiné funkcija. Tada egzis-

tuoja vienintelis 21 -periodinis (4) sistemos sprendinys (U, q) € W22 ’1((—d /2,d/2) x
(0,2m)) x Ly(0,2m). Be to, yra teisingas ivertis

U
WUz, + | =—
W5 ((—=d/2.d/2)x(0,27)) ax1 Wzl’l((fd/z,d/Z)x(O,Zn))
32U,
3 ScllFliwio.27) (18)
0x 23
1 WLy((=d/2,d/2)x(0,27))

[rodymas. Tarkime Fn(c) ir F,is) yra funkcijos F(¢) Furjé koeficientai. Funkcija g (¢)
apibrézkime (7) Furjé eilute su koeficientais q,ﬁ” ir q,i” , duotais (16) formulémis. Pagal
3 lema, (7) eiluté konverguoja erdvéje L, (0, 2m) ir ribiné funkcija g € L,(0,27). Be
to, yra teisinga (17) nelygybé. IS 1 teoremos zinome, kad (5) uzdavinys turi vieninteli
sprendini U € W22 ’1((—d /2,d/2) x (0,2m)) ir jam teisingas (6) ivertis. Akivaizdu,
kad (U(xy,1),q(t)) yra (4) uzdavinio sprendinys ir i§ (6), (17) nelygybiu iSplaukia
(18) jvertis.

Tarkime F (t) = 0. Padauginkime (4) lygties abi puses i$ U (x, t), suintegruokime
dalimis intervale (—%, %) ir kintamojo t atzvilgiu nuo 0 iki 27:

2r  pd/2 2 dj2 2
/ / dx;dr = / q(t)/ U(xy,t)dxde :/ qg)F(t)dt =
d/2 0

dJ2
Akivaizdu, kad U (x1,t) =0. IS (0.4}) seka, kad g(¢z) =0.
Pastaba. (4) uzdavinio sprendinys gali biti iSreikstas eilute:
(C)
Ulxy, 1) = —wo(xo + Z ( (42" @a (1) + @ Y (1)) cos(nr)

n=1

aU(xl, N

+(980n (61) = g (e) sin(nn) ),

¢ia funkcijos @, (x1), ¥, (x1),n=0,1,2, ..., yra(11) stipriai elipsiniy sistemuy spren-

(s)

diniai, o koeficientai q,i”, qn~ apibrézti (16) formulémis.
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SUMMARY

N. Kloviené. Time periodic second grade fluid flow in an infinite strip

Time periodic Poiseuille type solutions are studied for equations of the non-Newtonian second grade fluid
in the two dimensional infinite strip. We prove the existence and uniqueness of the solution. Moreover,
we obtain estimates of the solution in Sobolev spaces and show the relationships between the flux and the
pressure drop.

Keywords: the second grade fluids, Poiseuille flow, flux condition, Fourier series.



