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Santrauka. Straipsnyje aptariama 2009 m. VPU jaunujuy matematiky olimpiados uzdaviniai, ju sprendimai
bei trumpa Lietuvos matematiky olimpiadinio judéjimo statistiné analizé.

Raktiniai ZodZiai: koreliacinis laukas, pasikliauties intervalas, diagrama, hipoteze, koreliacijos koeficien-
tas.

Siekdami, kad i Lietuvos moksleiviy matematikos olimpiadas patektu visi stip-
riausieji, olimpiady organizatoriai nusprendé vykdyti atrankines olimpiadas, kuriose
galétu dalyvauti visi norintieji, i§ kuriy galima biity atrinkti pacius geriausius. Tokie
atrankiniai turai vykdomi nuo 1992 mety. Tai Kauno technologijos universiteto
prof. S. Matulionio konkursas, Siauliy universiteto matematiku olimpiada ir Vilniaus
pedagoginio universiteto jaunyju matematiky olimpiada.

2009 m. kovo 14 d. vyko jau XVIII jaunuju matematiku olimpiada. UZduotis
parengé VPU MIF Matematinés analizés ir geometrijos katedros docentai A. Kaucikas
ir E. Mazétis.

9 klasé

1. 10 ¢ krovinys isfasuotas | nebiitinai vienodo svorio maisus. Kiekvienas maisas
sveria maZiau nei vienq tonq. Vienas sunkveZimis gali veZti ne daugiau kaip tris
tonas krovinio. Kiek maZiausiai reikés sunkveZimiy, norint visada isveZti nurodytu
biidu bet kaip isfasuotq krovini?

Visuomet uzteks 5 sunkvezimiy, nes kiekviena sunkvezimi galima krauti iki tol,
kol krovinio masé jame virSys 2 tonas. Kad neuztenka 4 sunkveZimiy rodo toks
atvejis, kai visas krovinys supilstytas i 13 maisu, po %—2 tonos kiekviename.

2. Du dviZenklius skaicius uZraSius greta, gautasis keturZenklis skaicius dalijasi is
ty dviZenkliy skaiciy sandaugos. Raskite Siuos skaicius.

Sakykime, kad vienas skaicius x, o kitas y. Tuomet pagal salyga 100x +y = kxy.
I8 ¢ia x = 755 10 . Kadangi x ir y dvizenkliai skaiciai, tai 0 < kx — 100 < 10, t.y.
100 < kx < 110. Sudétinius skaic¢ius 102, 104, 105, 106, 108 isskaide dvieju
natiiraliyju skaiCiu, kuriu vienas dviZenklis, sandauga visais galimais atvejais,
gauname, kad uZdavinio salyga tenkina du i$skaidymai: 102 =6 - 17 ir 104 =
8-13. Todel y=13,x=52iry =17, x =34.
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3. Skaiciai a, b, ¢ — bet kurie nelyginiai skaiciai. Ar visada bent vienas is Siy skaiciy
ab—1, bc — 1, ca — 1 dalijasi is 47
Nelygini skaiCiu dalijan i$ 4, gaunamos liekanos 1 arba 3. Pagal Dirichle principa
bent dvieju skaiciu liekanos vienodos. Tuomet ty skaiciu sandaugos liekana yra
lygi 1. Taigi vienetu maZesnio skaiCiaus liekana yra 0, t.y. jis dalijasi iS$ 4.

4. Taskas K yra staciakampio ABC D krastinéje CD. Sulenkus staciakampi tiese
BK, taskas C atsiduria krastinés AD vidurio taske E. Raskite atkarpy DK ir
K C santyki (1 pav.).

Pagal salyga CELBK, CK = KE, BE = BC, Z/CEK = ZECD. Kadangi
AE = IBE, tai ZABE =30°, ZEBC = 60" ir trikampis BEC lygiakrastis.
Tada ZECD = ZCEK =300, todel ZKED =180° — 60° — 60° — 300 = 300.
Todél KD = %K E = LK C irieskomasis santykis yra 1: 2.

10 klasé

1. Kiekvienas is skaiciy x1,x3, ..., x, yra lygus 1 arba —1. Zinome, kad x| - x2 +
X3 X34+ Xp—1 - Xy + x5 - x1 = 0. Su kokiais n ir kaip tai imanoma?

Kadangi sumoje yra n démenu, tai puse iS ju lygiis —1, o pusé 1, taigi n — lyginis
skaiCius. Jei viena i$ skaiCiu pakeisime prieSingu, tai du nariai pakeis Zenkla, t.y.
jie arba padidés arba sumazés dviem vienetais. Taigi suma arba nesikeis arba pa-
didés 4 vienetais arba sumaZzés 4 vienetais, t.y. jos liekana, gauta dalijant i 4 ne-
sikeis. Akivaizdu, kad taip keiciant galima pasiekti, jog visi x; = 1, tuomet suma
yra n. Kadangi liekana dalijant is 4 nesikeiCia, tai n dalijasi i$ 4. Pateikiame tokio

iSdéstymo pavyzdi: x; = 1, kaii #4m — lir x4py—1 = —1,¢lam =0,1,2,..., %.

2. Su kokiais sveikaisiais x, y, z jie yra trys i eilés einantys geometrinés progre-
sijos nariai, o skaiciai 5Sx + 3, ¥, 3z + 5 yra trys i§ eilés einantys aritmetinés
progresijos nariai?

Pagal salyga y> = xz = 5)‘+TM I§Ciax = % = %(3 + 23—15). IS ¢ia 21 —-5=
41 arba 2z — 5 = £31. patikrinimas rodo, kad tinka tik 2z — 5 = 31.I§ ¢ia x = 2,

y==6,z=18.

1 pav. 2 pav.
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. Kiek daugiausia galima rasti skirtingy natiraliyjy skaiciu tokiu, kad bet kuriy

triju is ju suma biity pirminis skaicius?

4 tokius skaiCius galima rasti pvz. 1, 3, 7, 9. Tarkime, kad yra 5 tokie skaiciai.
Dalijant juos i§ 3 gali gautis visos liekanos 0, 1, 2 arba maZiau nei 3 liekanos.
Pirmuoju atveju tu triju skaiciu, kuriy liekanos skirtingos, suma dalijasi i§ 3.
Antruoju atveju bent triju skaiciu liekanos vienodos, ju suma dalijasi i§ 3. Pries-
tara.

. Smailiojo trikampio ABC pusiaukampinée AL, taskas O - apibréZto apie

trikampi ABC apskritimo centras. Krastinéje AC paZymétas taskas D, kad
AD = AB. Raskite kampq tarp tiesiy AO ir DL (2 pav.).

Pastebime, kad ZAOC =2/B ir ZOAC =90° — ZB. I§ trikampiy ABL ir
ADL lygumo seka, kad ZADL = /B. Tuomet ZAFC = 90°.

11 klasé

. Ar kiekvienam pirminiam skaiciui p galima surasti be galo daug natiraliyjy

skaic¢iy n, su kuriais 2" — n dalijasi is p.

Pagal mazaja Ferma teorema 27! — 1 dalijasi i§ p visiems pirminiams p # 2.
Sakykime, kad n = (p — 1)k, ¢ k € N. Tuomet 2" —n = 25?1 —kp + k.
(2KP=1 — 1 dalijasi i§ p, todel 2" —n = (2KP=D — 1 —kp) + 1 + k dalijasi i3
p tada, kai 1 + k =1p, ¢ia t € N. Taigi paémus n = (tp — 1)(p — 1), Cia t €
N gauname be galo daug skaiCiu n, tenkinanc¢iy uZzdavinio salyga. Kai p = 2,
uzdavinio salyga tenkina bet kuris lyginis n.

. Realieji skaiciai x1, x3, ...,x, € [0; 1]. [rodykite, kad teisinga nelygybé (x; +

X4 x+ D2 AT+ x5 4 4 xD).

; i ; . . . x)+xo+e a1
Pagal aritmetinio ir geometrinio vidurkiu nelygybe R

>/ Fxo+ - Fx,aba (xp+ x4+ x,+ D240 Fx0 4+ x).
Kadangi 0 < x; < l,taixizéxi visiems i =1,2,...,n,tai x; +x2+---+x, =

x12 + x% + .-+ x2. I8 &a ir gaunama irodomoji nelygybe.

. Trikampio ABC aukstinés BD ir CE kerta apibréitq apie trikampi ABC ap-

skritima atitinkamai taskuose By ir Cy. Ties¢ B1C| eina per apskritimo centra.
Raskite trikampio kampa A (3 pav.).

Kadangi B;C| - skersmuo, tai C{B_LBB1, ty. C{B||AC. Taigi UAC; = UBC.
Analogiskai CB||AB ir UABy =UBC. IS ¢ia UBC = % U B1C; = 90°. Taigi
/A =450

. Aris 100 faktorialy sandaugos 1! - 2! -3!-...- 100! galima isbraukti vienq fakto-

rialg k!, kad likusi sandauga buty natiiraliojo skaiciaus kvadratas?

Duotasis skait¢ius N = 1100.299.398.  .992.100! =m2.2%9.4%7. . ..983.100,
Ciam? =1100.398.5%. .992 Tuomet N =m?-29%8.2.4%.2.2.6%.2.
3....-982.2.49.2.50=m?.28.4%.6%. . .982.2%0.50!. Taigi akivaizdu,
kad reikia iSbraukti 50!.
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12 klasé

1. Zr. 11Kl 1 uzd.
2. Zr. 11kl 2 uzd.
3. Raskite lygties x> + xy + y* = x2y? sveikuosius sprendinius.

Pridéje prie abieju pusiy xy gauname (x 4+ y)> = xy(xy + 1). Dvieju gretimy
sveikyju skaiCiy sandauga yra lygi sveikojo skaiCiaus kvadratui tik tada, kai
vienas tu skaiCiy yra 0, t.y. kai xy = 0 arba xy + 1 = 0. ISnagringj¢ galimus
atvejus gauname, kad sprendiniai yra tiktai Siex =1, y=—-1; x =—1, y =1;
x=0,y=0.

4. Trikampio ABC krastine BC = a. Pusiaukampiné AF kerta apibréltq apie
trikampi ABC apskritimaq taske D ir AF : FD = k. Raskite trikampio ABC
perimetra (4 pav.).

I§ trikampiu C DF ir ADC panagumo seka 2L CD = AD Kadangi AD=(k+1)DF,

tai i§ Gia seka, kad CD? = (k + 1)DF?, t.y. DF =k + 1. Bréziame CE||AD.
Akivaizdu, kad trikampis AC E lygiasonis (AC = AE), tod¢l BE = AB+ BC =
P —a, cia P — ieskomasis perimetras. I trikampiy BCE ir D FC panaSumo
BC =Jvk+1.I§¢aP=a(l+Vk+1).

OhmpladOJe dalyvavo 226 moksleiviai, i§ 41 Lietuvos mokyklos. Atsitiktine tvarka
buvo anketuojama 113 olimpiados dalyviu (36 mergaités ir 77 berniukai). Moksleiviai
turéjo atsakyti ar jie daznai dalyvauja olimpiadose, ar yra jose laimeje, kas juos skatina
tai daryti, kaip jie ruoSiasi ivairiems konkursams, bei buvo praSoma nurodyti, kokio
tipo uZdaviniai olimpiadose jiems yra sunkiausi. Daugiausiai dalyviy atvyko i§ Vil-
niaus apskrities, gerokai maziau ju buvo i§ Kauno ir Klaipédos apskriciy. Beveik trec-
dalis dalyviuy jau tur¢jo kvietimus i Lietuvos moksleiviu matematikos olimpiada, dar
10 pakviesta po VPU konkurso.

Moksleiviu klauséme, kokiose olimpiadose jie dar yra dalyvave. Atsakymuose daz-
niausiai minimos mokykly matematikos olimpiados (107), Kengiiros konkursas (107),
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miesty bei rajony olimpiados (93). Tarp apklaustyju olimpiados dalyviu apie 70%
jau yra laiméje kitose olimpiadose, tame tarpe ir tarptautinése. Dalyvauti olimpiadose
moksleivis daZniausiai ryZtasi norédamas iSbandyti save arba ji paskatina mokytojas.
Moksleiviu manymu, sunkiausiai jiems sekasi geometrijos uzdaviniai (apie 40%) ir
kombinatorikos bei strategiju kiirimo uzZdaviniai (apie 20%).

Olimpiados rezultatai rodo, kad didelei daliai moksleiviu buvo sunkis visu tipy
uzdaviniai. Geometrijos uzZdavini sékmingai iSsprendé tik po 7 deSimtokus ir vienuo-
liktokus, tai tikrai vienas i$ sunkiausiu uzdaviniy pagal surinktus taskus. Sunkesnis uz
geometrijos deSimtokams pasirodé 2 uzdavinys, t.y. lygciu ir lygciu sistemuy uzdavinys.

Tyréme skirtumus tarp mergaiCiy ir berniuky surinkty taSky. Vidutiniskai vienas
berniukas surinko 4,87 balo, o mergait¢ — 4,92 balo. Pastebéta, kad tik Vilniaus
ir Klaipédos apskri¢iu mergaités pasirodé vidutiniSkai geriau uz savo apskriciy
berniukus.

Kadangi mergaiCiu surinkty tasku vidurkis yra didesnis, tai darome prielaida: mer-
gaités geriau sprendZia olimpiadinius uzdavinius negu berniukai. Hipotezei tikrinti
taikéme SPSS paketa [1,2]. Tikrinome, ar pasiekimuy skirtumai tarp lyCiu yra statis-
tiskai reikSmingi ir gavome, kad populiaciju dispersijos statistiSkai reikSmingai ne-
siskiria ir moksleiviy rezultatai nepriklauso nuo ju lyties.

Keéléme hipoteze, kad dazni laiméjimai jvairiose olimpiadose yra statistiSkai
reikSmingi VPU konkurse surinkty tasku skaiCiui. Pasikliauties intervaly diagrama
(5 pav.) aiskiai demonstruoja, kad daznai laimintys jvairiose olimpiadose ir VPU
konkurse surinko daugiau tasku. IS Cia seka, kad iSkeltosios hipotezés néra pagrindo
atmesti.

Domeéjomeés, ar ruosimosi olimpiadai pobiudis itakoja rezultatus VPU konkurse. Ko-
reliacinis laukas (6 pav.) rodo, kad rezultatai nepriklauso nuo ruoSimosi biido.

Nagrinéjome, ar pasiekti rezultatai VPU olimpiadoje priklauso nuo dalyvio sta-
tuso (nepakviestas, kvieCiamas VPU, pakviestas): pakviestieji ir kvieCiamieji pasirodé
stipriai geriau uz likusiuosius. Apskaic¢iavome statistinio rysio koeficienta r = 0, 771,
kuris rodo stipry ry$i tarp pozymiu.
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5 pav. Laiméjimai kitose olimpiadose. 6 pav. PasiruoSimas olimpiadai.
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ISvados

VPU konkurse dalyvauja moksleiviai, jau ne karta dalyvave ivairiose olimpiadose, bet
pateikti uzdaviniai jiems pasirodé sunkis, ypa¢ geometrijos. MergaiCiy ir berniuky
pasiekti rezultatai statistiSkai nesiskiria. Rezultatams taip pat neturi itakos ruoSimosi
pobidis bei nuostata i olimpiada.
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SUMMARY

E. Jakaityté, E. Mazétis. Survey of VPU olympiad for young mathematicians

The article presents problems of VPU Young Mathematicians‘ Olympiad 2009, their solution and a short
statistical anglysis of Lithuanian Olympiad movemenr of mathematicians.

Keywords: correlation field, correlation factor, hyphotesis, chart, confidience segment.



