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Santrauka. Straipsnyje tiriami ir palyginami trys skaitiniai europietiško tipo pasirinkimo sandori ↪u

↪ikainojimo modeliai: binominis, Monte Karlo ir Markovo grandini ↪u. Modeliams realizuoti buvo sukurta
efektyvi programinė priemonė C++ programavimo kalba. Tyrimo metu nustatyti kiekvieno modelio pri-
valumai bei trūkumai. Sandorio kaina, gauta pagal Black–Scholes model↪i yra laikoma etalonine kaina, su
kuria lyginamos skaitini ↪u modeli ↪u kainos.

Raktiniai žodžiai: pasirinkimo sandoris, binominis modelis, Monte Karlo metodas, Markovo grandinės.

1. ↪Ivadas

Pasirinkimo sandoris yra viena iš išvestini
↪

u finansini
↪

u priemoni
↪

u, kurios vertė
priklauso nuo kit

↪
u vertybini

↪
u popieri

↪
u (VP), vadinam

↪
u bazinėmis finansinėmis

priemonėmis. Sudėtingesni sandoriai gali būti išreiškiami pasirinkimo ir ateities san-
doriais [3].

Bazinio finansinio aktyvo kaina kiekvienu laiko momentu yra atsitiktinė, todėl in-
vestuotojas,

↪
isigydamas pasirinkimo sandor

↪
i, apsidraudžia nuo galim

↪
u finansini

↪
u nuo-

stoli
↪

u dėl nepalankaus akcij
↪

u kain
↪

u kitimo. Sandorio
↪
ivykdymo momentu jo turėtojui

pareikalavus, sandorio leidėjas privalo parduoti sutart
↪

a prek
↪
e ar finansin

↪
i aktyv

↪
a už

iš anksto sutart
↪

a kain
↪

a. Ši kaina vadinama sandorio
↪
ivykdymo (ceremonijos) kaina.

Parduodamas pirkėjui kontrakt ↪a, pardavėjas gauna tam tikr ↪a sum ↪a (premij ↪a). Ši ↪a sum ↪a
toliau vadinsime sandorio kaina.

Norint apskaičiuoti sandorio kain
↪

a reikia žinoti bazinio aktyvo (akcijos) kain
↪

u pa-
siskirstym ↪a sandorio pabaigoje. Tam tikslui kuriami

↪
ivairūs akcij ↪u kain ↪u dinamikos

modeliai. Binominis ir Markovo grandini
↪

u metodai pagr
↪
isti multiplikatyviuoju mode-

liu, o Monte Karlo metodas remiasi Brauno judesio procesu. Visi modeliai sukurti su
prielaida, kad akcij ↪u kain ↪u gr ↪ažos pasiskirst

↪
e pagal lognormal ↪uj

↪
i dėsn

↪
i.

2. Pasirinkimo sandori
↪

u
↪
ikainojimo modeliai

Tarkime, kad akcijos kaina sandorio pabaigoje ST , sandorio
↪
ivykdymo kaina X, san-

dorio trukmė T , nerizikingoji palūkan
↪

u norma rf . Pasirinkimo pirkti sandorio kaina
bendruoju atveju randama pagal formul

↪
e (1).

C = 1

(1 + rf )T
· E (max (0,ST − X)) , (1)

čia vidurkis skaičiuojamas naudojant rizikai neutralias (sintetines) tikimybes.
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2.1. Binominis modelis

Pagal binomin
↪
i model

↪
i aktyvo kaina per kiekvien

↪
a period

↪
a gali padidėti daugikliu u su

tikimybe p arba sumažėti daugikliu d su tikimybe 1 − p. Kilim
↪

u skaiči
↪

u pažymėj
↪
e k,

gauname, kad kainos išraiška po n period
↪

u yra: Sn = S0 · ukdn−k .
Binominio modelio parametrai gaunami iš multiplikatyviojo modelio [4]. Nau-

dosime tokius parametr ↪u u ir d
↪
iverčius: û = eσ

√
�t ir d̂ = e−σ

√
�t .

Turėdami šiuos
↪
iverčius galime užpildyti kain ↪u gardel

↪
e, rasti akcijos kainas po N

period
↪

u ir apskaičiuoti pasirinkimo sandorio vert
↪
e (gaunamas pajamas) jo pabaigoje.

Sandorio vert
↪
e vienu periodu anksčiau randame ieškodami diskontuoto verči

↪
u Cu ir Cd

vidurkio pagal formul
↪
e (2). Diskontuojame naudodami nerizikingosios palūkan

↪
u nor-

mos gr
↪
až

↪
a R = 1 + rf , o vidurkiui skaičiuoti naudojame rizikai neutrali

↪
a tikimyb

↪
e q.

Tokius skaičiavimus atliekame tol, kol apskaičiuojame dabartin
↪
e pasirinkimo sandorio

vert
↪
e C.

C = 1

R
(qCu + (1 − q)Cd) . (2)

2.2. Monte Karlo modeliavimas

Monte Karlo metodas naudojamas tada, kai sprendinio nepavyksta gauti analiziniu
būdu. Akcijos kainos kitimas yra Brauno judesys, o atsitiktinis lognormaliai pa-
siskirsčiusios akcijos kainos kitimas modeliuojamas pagal toki

↪
a formul

↪
e:

S(t + �t) = S(t)e(δ− 1
2 σ 2)�t+σ

√�tZ, (3)

čia Z ∼ N(0,1), δ yra metinė nerizikingoji tolydžioji palūkan ↪u norma, σ – akci-
jos gr

↪
ažos kintamumas, �t – laiko intervalas, per kur

↪
i pakinta kaina. Kuo daugiau

trajektorij
↪

u pagal ši
↪

a formul
↪
e sugeneruosime, tuo tikslesn

↪
i kainos

↪
ivert

↪
i gausime.

Pasirinkimo pirkti sandorio kaina apskaičiuojama pagal (4) formul
↪
e.

C = e−N ·�t·δE (max(ST − X,0)) . (4)

2.3. Markovo modelis

Markovo modelis remiasi tuo pačiu pagrindini ↪u aktyv ↪u kain ↪u kitimo dėsningumu kaip
ir binominis modelis [1]. Jo tikslas sumažinti nagrinėjam

↪
u kain

↪
u būsen

↪
u skaiči

↪
u.

Akcij
↪

u kain
↪

u kitim
↪
a galima aprašyti ir sugeriančia Markovo grandine. Kiekviena iš

kain
↪

u gardelės viršūni
↪

u yra kuri nors Markovo grandinės būsena. Perėjimo tikimybė

↪
i būsen

↪
a, atitinkanči

↪
a aukštesn

↪
e kain

↪
a yra kainos kilimo tikimybė ir atvirkščiai. Visas

būsenas sunumeruojame iš eilės imdami periodus ir pradėdami nuo didžiausi
↪
a kain

↪
a

turinčios tame periode būsenos. Numeruojamos tik skirtingos būsenos. Lygybė ud = 1
sumažina skirting ↪u gardelės būsen ↪u skaiči ↪u nuo N(N+1)

2 iki 2N + 1.
Aprašyta Markovo grandinė turi 2 sugeriančias būsenas (atitinkančias didžiausi ↪a

arba mažiausi
↪

a kainas). Šiuo atveju negalima apskaičiuoti stacionari
↪

uj
↪

u tikimybi
↪

u, nes
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p

1 – p

p p pp

1 – p 1 – p1 – p1 – p

6 4 2 1 3 5 7

1 pav. Grandinės būsen ↪u grafas.

jos gaunamos tik tada, kai Markovo grandinė yra ergodinė. Markovo grandinė gardelei
su 3 periodais pavaizduota 1 paveiksle.

Kain ↪u būsen ↪u tikimybėms po N žingsni ↪u rasti naudojamės idėja, kad vienas
Markovo grandinės žingsnis atitinka kainos pokyti per vien

↪
a period

↪
a. Markovo

grandinės perėjimo tikimybi
↪

u matrica, kai gardelė turi 2 periodus yra tokia:

π (p) =




0 p 1 − p 0 0
1 − p 0 0 p 0

p 0 0 0 1 − p

0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


 . (5)

Tarkime, kad sandorio laikotarpis dalomas
↪
i N dali

↪
u, tada Markovo grandinė turės

N galim
↪

u žingsni
↪

u. Todėl finalines tikimybes randame (5) matric
↪

a keldami laipsniu,
lygiu sandorio period

↪
u skaičiui.

Suskaičiav
↪
e būsen

↪
u tikimybes, dauginame jas iš atitinkamos sandorio vertės jo

pabaigoje, susumuojame ir diskontuojame
↪
i sandorio pradži

↪
a. Gautoji reikšmė yra

pasirinkimo sandorio kaina jo pasirašymo metu ir randama pagal formul
↪
e (6), kai N

nelyginis, arba formul
↪
e (7), kai N lyginis.

Cnel = CT e−δt = e−δt
N−2∑
i=0

((
Su1+2i − X

)
p2+4i + (

Sd1+2i − X
)
p3+4i

)
, (6)

Clyg = e−δt

(
(S − X)p1 +

N−1∑
i=0

((
Su4i − X

)
p4i + (

Sd1+4i − X
)
p1+4i

))
. (7)

3. Modeli
↪

u jautrumas parametrams

Tyrimo metu skaitiniais modeliais gautos kainos yra lyginamos su kaina, gauta pagal
Black–Scholes formul

↪
e [2].

↪
Ikainosime pasirinkimo pirkti sandor

↪
i IBM kompanijos akcijai. Iš istorini

↪
u 6 mėn.

duomen ↪u (nuo 2008 lapkričio iki 2009 gegužės) buvo
↪
ivertinti tokie parametrai: meti-

nis gr
↪
až

↪
u vidurkis µ = 0,00085 ir kintamumas σ = 0,42778.

Tarkime, kad nerizikingoji paprastoji palūkan
↪

u norma per metus yra 4%. Pasku-
tinioji kaina imtyje 104,05 $ yra esamoji akcijos kaina. Pasirinkime

↪
ivykdymo kain

↪
a,

lygi
↪

a 100 $, o sandorio trukm
↪
e – 6 mėn. Sandorio laikotarp

↪
i dalijame

↪
i 10 period

↪
u,

sumodeliuokime 20000 realizacij
↪

u Monte Karlo metodui.
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Atlikus modeliavim
↪

a nustatyta, kad sandorio kaina auga vis sparčiau didėjant ak-
cijos esamajai kainai. Tyrimas taip pat parodė, kad

↪
ivykdymo kainai esant artimai

dabartinei akcijos kainai, Monte Karlo metodas yra tikslesnis.
Sandorio kainos priklausomybė nuo akcijos kintamumo jam viršinant 0,1 pasidaro

panaši
↪
i tiesin

↪
e ir pradeda reikšmingiau skirtis tarp metod

↪
u. Markovo modelis kartu

su binominiu modeliu apskaičiuoja didesnes kainas negu kiti metodai prie didesnio
kintamumo. Pastebėta, kad Monte Karlo metodas tikslesnis prie mažesni

↪
u σ .

Neriziking
↪

uj
↪

u palūkan
↪

u norma skaičiavim
↪

u rezultatams
↪
itakos neturi, tačiau iš

2 a) pav. matome, kad Monte Karlo metodas duoda atsitiktinius rezultatus dėl pseudo
atsitiktini ↪u dydži ↪u generavimo.

Binominis
Black-Scholes
Monte Karlo
Markovo

Palūkanos
0,10,090,080,070,060,050,040,030,020,01

Sa
nd

or
io

 k
ai

na

16

15

a)

Binominis
Black-Scholes
Monte Karlo
Markovo

Kintamumas
0,20,180,160,140,120,10,080,060,040,02

Sa
nd

or
io

 k
ai

na

9

8

7

6

b)
2 pav. Sandorio kainos priklausomybė nuo jo parametr ↪u.

Modeliavimas parodė, kad Monte Karlo metodas didesnes paklaidas duoda prie
ilgesnės sandorio trukmės. Tačiau sandorio trukmė nėra tiesioginis faktorius, dėl ku-
rio didėja paklaidos, tai su laiku didėjančios dispersijos, kuri modelio formulėje dar
dauginama iš atsitiktinio dydžio,

↪
itaka.

Visais atvejais binominis ir Markovo modeliai idealiai sutapo.

4. Modeli
↪

u konvergavimas

Nagrinėkime t
↪
a pat

↪
i pasirinkimo pirkti sandor

↪
i. Tarkime, kad metinė paprast

↪
uj

↪
u neri-

ziking
↪

uj
↪

u palūkan
↪

u norma yra 8%, o sandorio trukmė yra 2 mėnesiai.
↪
Isitikinome, kad

binominis ir Markovo modeliai duoda kain
↪

u
↪
iverčius su dideliu bei vienodu tikslumu.

Todėl toliau tyrinėjamas binominio modelio konvergavimas ir pastebėjimai visiškai
tinka ir Markovo modeliui.

3 a) paveiksle matome binominio modelio konvergavim
↪
a

↪
i Black–Scholes formul

↪
e,

kai sandorio
↪
ivykdymo kaina yra 104 $, o gardelės period

↪
u skaičius kinta nuo 5 iki

100. Visos kainos, kurios didesnės už Black–Scholes, apskaičiuotos formuojant garde-
les, turinčias nelygin

↪
i period

↪
u skaiči

↪
u, mažesnės – lygin

↪
i. Toks kainos konvergavimo

pobūdis būdingas ir pasirinkimo parduoti sandoriui su tais pačiais parametrais.
Nagrinėkime patraukl

↪
u pasirinkimo pirkti sandor

↪
i, t.y. kai j

↪
i apsimoka

↪
ivykdyti

iš karto po jo išleidimo. Sakykime, kad
↪
ivykdymo kaina yra X = 75$. Šiuo atveju,

didėjant gardelės period
↪

u skaičiui, kaina konverguoja iš apačios prie tikslios (teorinės)
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Periodai
10080604020

Sa
nd

or
io

 k
ai

na

8,25
8,2

8,15
8,1

8,05
8

7,95
7,9

7,85
7,8

7,75
7,7

7,65

a) Markovo, binominis

Trajektorijų skaičius
200.000150.000100.00050.000

Sa
nd

or
io

 k
ai

na

5,46
5,44
5,42
5,4

5,38
5,36
5,34
5,32
5,3

5,28
5,26
5,24

b) Monte Karlo

3 pav. Modeli ↪u konvergavimas.

reikšmės su kintančia ir mažėjančia amplitude (4 a) pav.). Taip konverguoja ir nepa-
trauklus sandoris.

Periodai
10080604020

Sa
nd

or
io

 k
ai

na

30,155
30,15

30,145
30,14

30,135
30,13

30,125
30,12

30,115
30,11

30,105
30,1

30,095

a) Daugiau (ne)patrauklus sandoris

Periodai
10080604020

Sa
nd

or
io

 k
ai

na

5,6

5,55

5,5

5,45

5,4

5,35

5,3

5,25

5,2

b) Mažiau (ne)patrauklus sandoris

4 pav. Binominio modelio konvergavimas.

Tarkime, kad X = 110$. 4 b) paveiksle matome binominio modelio konvergavim
↪
a

priklausomai nuo gardelės period ↪u skaičiaus. Iš vis ↪u trij ↪u atvej ↪u matome, kad papil-
dom

↪
u gardelės žingsni

↪
u pridėjimas lėtai didina rezultat

↪
u tikslum

↪
a. Markovo modeliui

skaičiavim
↪

u laikas, kai gardelės period
↪

u skaičius nesiekia 25, nesiskiria nuo binominio
modelio, bet toliau auga eksponentiškai.

Atlikus Monte Karlo metodo tyrim
↪
a, gauta 3 b) paveiksle pavaizduota pasirinkimo

pirkti sandorio kainos priklausomybė nuo sugeneruot
↪

u trajektorij
↪

u skaičiaus. Didesnis
generuojam ↪u akcijos kain ↪u trajektorij ↪u skaičius lemia tikslesn

↪
e kain ↪a, tačiau šiame

pavyzdyje matome, kad tikslumas gerėja pakankamai negreitai. Norint greitesnio ir
pastovesnio konvergavimo reikėt

↪
u taikyti

↪
ivairius kvazi Monte Karlo metodus.

Monte Karlo metodo tyrimas parodė, kad sandorio laikotarpio dalinimas
↪
i perio-

dus neturi
↪
itakos jo kainos tikslumui, o modeliavimo trukmė nuo sandorio laikotarpio

padalijimo
↪
i periodus bei realizacij

↪
u skaičiaus priklauso tiesiškai.
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5. Išvados

1. Markovo modelis pasirinkimo sandori
↪

u kain
↪

a skaičiuoja taip pat tiksliai, kaip ir
binominis modelis. Suskaičiuotos kainos skirtumai pasireiškia tik 16–17 skait-
menyje po kablelio.

2. Iš atliktos modeli
↪

u analizės IBM akcij
↪

u duomenims nustatyta, kad esant dideliam
sandorio laikotarpio period

↪
u skaičiui (nagrinėtu atveju didesniam už 25) Markovo

modelio skaičiavimai užtrunka daug ilgiau.
3. Monte Karlo metodo realizacija parodė, kad apskaičiuoti sandorio kain ↪a 0,1 cento

tikslumu reikėjo 2000000 realizacij
↪

u ir 9,5 s programos skaičiavim
↪

u laiko. Tai

↪
irodo, kad grynasis Monte Karlo modeliavimas reikalauja sugeneruoti daug tra-
jektorij

↪
u užsibrėžtam tikslumui pasiekti.

4. Siekiant tikslesnio rezultato, kai bazinio finansinio aktyvo kintamumas yra
didelis, reikia imti daugiau binominės gardelės period ↪u ir daugiau Monte Karlo
realizacij ↪u.
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SUMMARY

M. Landauskas, E. Valakevičius. Analysis of pricing models for options

The program developed was effective in time of calculation and let us state, that binomial and Markovian
models give similar results, but Markovian model is much slower when lattice has more than 25 periods.
The crude Monte Carlo Model requires millions of paths to be generated in order to get high accuracy.

Keywords: option, binomial model, Monte Carlo method, Markov chains.


