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Matematini↪u objekt ↪u ypatumai. Funkcija
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Reziumė. Straipsnyje yra analizuojama funkcijos s↪avoka. Išskiriami matematiniai objektai, kurie dažnai
be pagrindo tapatinami su funkcija. Aptarti matini↪u dydži↪u funkcij ↪u ypatumai. Pateikti pavyzdžiai, ilius-
truojantys netinkam↪a s↪avok↪u „formulė“, „išraiška“, „grafikas“ vartojim↪a.

Raktiniai žodžiai:funkcija, išraiška, grafikas.

Problemos aktualumas

Kart
↪
a vienuoliktokė Rusnė paklaus˙e: „Kam yra lygus tasπ? Ar jis lygus 3,14. . . , ar (o

gal ir) 180◦?“ Panaš¯us klausimai nereti mokykloje. Mokyklin˙eje matematikoje kartais
nesilaikoma apibr˙ežim ↪u, svarbios vietos taip sutrumpinamos, kad jos tampa dvipras-
miškomis arba net klaidinanˇciomis. Taip atsiranda prielaidos painiotis ir painioti
matematinius objektus. Mokiniai išmoksta naudotis savyb˙emis, nesuprasdami paˇci ↪u
s ↪avok ↪u. Vienai svarbesnei j↪u – funkcijos s↪avokai – yra skirtas šis straipsnis. Tai yra
antrasis straipsnis apie matematini↪u objekt↪u ypatumus [1].

Funkcijos apibrėžimas

Funkcijos s
↪
avok

↪
a kiek siauresne prasme pirm

↪
a kart

↪
a

↪
ivedė Leibnicas 1692 m. Artim

↪
a

šiuolaikinei prasmei panaudojo 1698 m. Johanas (pirmasis) Bernulis. Taigi funkcijos
s

↪
avoka prad˙eta naudoti I. Niutono (1642–1727) gyvenimo metu. Šiuo metu literat¯uroje

galima būt
↪
u išskirti tris pagrindinius funkcijos apibr˙ežimo būdus:

a) funkcija – tai kintamasisy,
b) funkcija – tai taisyklėf ;
c) funkcija – tai sutvarkyt

↪
uj

↪
u por

↪
u (x,y) aibė.

Pirmuoju atveju [2], [3] funkcija apibr˙ežiama tokiu b¯udu: kintamasisy yra kin-
tamojo x funkcija, jeigu yra žinoma taisykl˙e, pagal kuri

↪
a kiekvienai x reikšmei

priskiriama tik viena kintamojoy reikšmė.
Antruoju atveju (naudojamu šiuo metu mokykloje) [4] funkcija – tai vienareik-

šmiška taisykl˙e, pagal kuri↪a kiekvienam aib˙es X elementui priskiriamas vienintelis
aibėsY elementas.

Trečiasis funkcijos apibr˙ežimo būdas yra pateiktas [5], [6]. Funkcija vadinama su-
tvarkyt ↪uj ↪u por ↪u (x,y) aibė f . Be to, jeigux priklausoX, y ir z priklausoY , (x,y) ir
(x, z) priklausof , tai y = z.

Kiekvienu iš ši
↪
u atvej

↪
u funkcijos s

↪
avoka žymi iš esm˙es skirting

↪
a matematin

↪
i ob-

jekt
↪
a. Pasirinkdami vien

↪
a iš j

↪
u (antr

↪
aj

↪
i), turime su juo suderinti kitus susijusius

apibrėžimus (grafiko ir pan.).
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Funkcijos apibrėžimo papildymas

Funkcijos apibr˙ežimas vienareikšmiškai neapibr˙ežia funkcijos kaip matematinio ob-
jekto. Funkcijos apibr˙ežimo nepakanka funkcij

↪
u lygybei nustatyti, t.y. nuspr

↪
esti,

kokios dvi funkcijos yra laikytinos lygiomis arba sutampanˇciomis.
Iš tikr

↪
uj

↪
u, iš apibrėžimo seka, kad dviej

↪
u funkcij

↪
u tapatumui b¯utina ta pati at-

vaizdavimo taisykl˙e f ir ta pati apibrėžimo sritisX. Tokiu būdu dvejetas(X,f )

abiems lygioms funkcijoms turi b¯uti vienodas. Taˇciau iš funkcijos apibr˙ežimo nieko
negalima pasakyti apie reikšmi

↪
u srit

↪
i Y . Todėl būtina apibrėžim

↪
a papildyti. Tikslinga

būt
↪
u laikyti, kad reikšmi

↪
u sritis Y yra sudaryta iš vis

↪
u apibrėžimo sritiesX vaizd

↪
u,

t.y. Y = f (X). Toks reikšmi
↪
u srities nustatymas palengvint

↪
u uždavini

↪
u, susijusi

↪
u

su reikšmi
↪
u sritimi, atvirkštinėmis funkcijomis, formulavim

↪
a. Tada funkcijos vien-

areikšmiškam apibr˙ežimui jau pakakt
↪
u dvejeto(X,f ).

Matematika nagrin˙eja ir tokias funkcijas, kuriomsf (X) ⊂ Y . Šiuo atveju kartais
sakoma, kad funkcijaf yra X atvaizdis

↪
i aib

↪
e Y , tuo pabrėžiant skirtum

↪
a nuo mūs

↪
u

pasirinkto atvejo, kaif (X) = Y .

Funkcija ir išraiška – skirtingi matematiniai objektai

Panagrin˙ekime du skirtingus matematinius objektus: funkcij↪a ir išraišk↪a (arba for-
mul

↪
e). Funkcij

↪
a galima išreikšti arba apibr˙ežti formule arba išraiška. Taˇciau funkcija

gali būti apibrėžta ir kitaip, pvz., lentel˙es, grafiko ir pan. b¯udu. Yra funkcij↪u, kurias iš
viso ne

↪
imanoma užrašyti formule. Nekorektiška sutapatinti funkcij

↪
a ir išraišk

↪
a. Tarp

funkcijos ir išraiškos yra panašus santykis kaip tarp statybin˙es medžiagos ir statinio.
Nekyla mintis supaprastinti ir neskirti statinio nuo statybin˙es medžiagos.

Aptarkime kelis funkcijos ir išraiškos nekorektiško sutapatinimo pavyzdžius.

1 pavyzdys([7], 3 sk. Nr.3). „Raskite funkcijosf (x) = −x2 − 4x + 4 . . .“. Čia
f (x) = −x2−4x +4 yra išraiška. Nekorektiška ši

↪
a išraišk

↪
a vadinti funkcija. Taisytina

↪
i: „Raskite funkcijosf , apibrėžtosf (x) = −x2 − 4x + 4 . . .“, arba „Raskite funkcijos
y = −x2 − 4x + 4 . . .“.

2 pavyzdys([7], 3 sk. Nr. 33). „Pasirinkite teising
↪
a atsakym

↪
a:

a) funkcijaiy = 5x − 1 atvirkštinė funkcija yra

A) − (5x + 1) B) 1/5x C) 1/5x + 1/5“.

Nė vienas iš pateikt↪u atsakym↪u negalėt ↪u atsakyti
↪
i uždavinio klausim↪a, nes visi jie yra

ne funkcijos, o išraiškos. Taisytina
↪
i:

A) y = −(5x + 1); B) y = 1/5x; C) y = 1/5x + 1/5.

Funkcija ir jos grafikas

Funkcija ir jos grafikas yra du iš esm˙es skirtingi matematiniai objektai. Dažnai jie
papildo vienas kit

↪
a ir todėl naudojami greta.

Išskirkime tris diskutuotinas kryptis.
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Pirma. Brėžiant grafik
↪
a neleistinai prapleˇciama funkcijos apibr˙ežimo sritis. Pavyz-

dys ([7 ], 3 sk. Nr.82). „Raskite funkcij
↪
uf (x) ir g(x) grafik

↪
u susikirtimo tašk

↪
u koordi-

nates, jeiguf (x) = 4x ir g(x) = x
√

256“. Šis pavyzdys parodo, kad kartais neskiriami
du matematiniai objektai: šaknis ir rodiklin˙e funkcija. Tada nepagr

↪
istai prapleˇciama

šaknies apibr˙ežimo sritis ir tariama, kadx
√

a = a
1
x . Tokiu būdu diskreti šaknies

funkcija y = x
√

a tampa lyg ir tolydži↪aja y = a
1
x . Iš tikr ↪uj ↪u mokyklinėje matem-

atikoje šaknis apibr˙ežta tik nat¯uraliesiemsx > 1. Todėl šakn
↪
i ir rodiklin

↪
e funkcij ↪a

turime skirti. Tai du skirtingi matematiniai objektai, sutampantys tik nat¯uraliosioms
didesnėms už 1 reikšm˙ems.

Todėl negali kirstis tolydžioji funkcija su diskreˇci ↪aja funkcija, sudaryta iš atskirt↪uj ↪u
tašk ↪u. Ne

↪
imanoma kirsti tašk↪a.

Šio uždavinio formulavime taisytini žodžiai „... susikirtimo tašk↪u ...“
↪
i „... raskite

funkcijosf grafiko taškus einanˇcius per funkcijosg grafiko taškus“.

Antra. Brėžiant grafik
↪
a susiaurinama funkcijos apibr˙ežimo sritis. Dažnai funkcija

yra apibrėžta ir nagrin˙ejama visiemsR, o jos grafikas nutraukiamas nenubr˙ežus bent
iki vienos iš koordinaˇci

↪
u aši

↪
u galo. Brėžiant grafikus, tokiu atveju, reik˙et

↪
u sutrumpin-

ti aši
↪

u ilg
↪
i. Koordinači

↪
u ašis reikėt

↪
u sutrumpinti tiek, kad funkcijos grafiko galo bent

viena iš koordinaˇci
↪
u x arbay sutapt

↪
u su bent vienos iš koordinaˇci

↪
u aši

↪
u galu. Jeigu

funkcijos grafikas nutraukiamas nepasiekus koordinaˇci
↪
u aši

↪
u ribojančio stačiakam-

pio, turime funkcij
↪
a, apibrėžt

↪
a siauresn˙eje apibrėžimo srityje. Ji skiriasi nuo funkci-

jos apibrėžtos visojeR. Tai yra du skirtingi matematiniai objektai. Šio tipo pavyzdžiu
galėt

↪
u būti [9] 16 uždavinys.Čia netinkamai nubr˙ežti funkcij

↪
u y = x2 ir y = 2 − x

grafikai, susiaurinant j
↪
u apibrėžimo srit

↪
i.

Trečia. Neskiriama funkcija nuo jos grafiko. Kartais šie skirtingai apibr˙ežti mate-
matiniai objektai sutapatinami. Pavyzdys ([7], 3 sk. Nr.8). „Ties˙e y = kx − 2 eina per
tašk↪aA(−4;6) ...“. Čia tiese pavadinta funkcija. Ties˙e yra geometrinis objektas, oy =
kx − 2 yra funkcija, kurios grafikas yra ties˙e. Mokymo stadijoje toks sutrumpinimas
tampa matematini↪u objekt↪u – grafiko ir funkcijos – painiojimo prielaida.

Funkcija ir matiniai dydžiai

Gr
↪
ižkime

↪
i straipsnio pradži

↪
a, prie Rusn˙es klausimo apie skaiˇci

↪
u π . Teisingos yra dvi

lygybėsπ = 3,14. . . arbaπ rad. = 180◦, bet neπ = 180◦. Pirma yra lygybė tarp
skaiči

↪
u, antra – tarp dviej

↪
u matini

↪
u dydži

↪
u, trečia – tarp skaiˇciaus ir matinio dydžio.

Užduotyje matiniai skaiˇciai turi būti atskirti nuo nematini
↪

u, bent kart
↪
a juos

apibrėžiant, nurodant j
↪
u matavimo vienetus. Panagrin˙ekime pavyzd

↪
i, kuriame už-

duoties ir atsakymo matai yra nesuderinti ([7], 3 sk. Nr.180 arba Nr.181).
Nr.180. „Išreikškite radianais 450◦. Atsakymas 2,5π .“ Teisingas atsakymas tur˙et

↪
u

būti „2,5π rad“, t.y. atsakymas irgi tur˙et
↪
u būti matinis.

Pavyzdys([8], Nr.798).
„Išspr

↪
eskite lygt

↪
i: sin(30◦ + x) + sin(30◦ − x) = −0,5. Atsakymas:±2π

3 + 2πk“.
Šiame uždavinyje painiojami skirtingi matavimo vienetai: laipsniai ir radianai. Iš

s
↪
alygos matyti, kadx turi būti matuojamas laipsniais, tod˙el atsakymas irgi turi b¯uti
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užrašytas laipsniais. Nekorektiškas matini
↪

u ir nematini
↪
u dydži

↪
u naudojimas sutinka-

mas ir uždavinyje Nr. 22.
„Impulsinio variklio varomo lėktuvo modelio, judanˇcio tiese, pagreitis laiko mo-

mentut yra lygusa = 1 − cos(2πt) (m/s2). Laikydami, kad pradiniu laiko momentu
t = 0 modelio greitis buvo 1 m/s, raskite kintanˇcio greičio išraišk

↪
a“.

Iš uždavinio s
↪
alygos aišku, kadt yra matinis kintamasis, taˇciau jo matavimo viene-

tai nėra apibrėžti. Kadangi 2π nėra apibrėžta kaip matin˙e konstanta, tai 2π – nematinis
skaičius. Taigi, turime nesuprantam

↪
a objekt

↪
a – kosinus

↪
a, priklausant

↪
i nuo matinio ar-

gumento 2πt , kurio matas yra laikas. Taˇciau kosinusas gali b¯uti tik kampo funkcija.
Dar daugiau, nesuprantama, kaip kosinusas

↪
igyja mat

↪
a m/s2, nes mokykloje kosinusas

– tik bematė funkcija.
Šitame uždavinyje visiškai supainioti matiniai ir nematiniai skaiˇciai. Formuluojant

užduot
↪
i su matiniais skaiˇciais būtina jos apibr˙ežti, o trigonometrin˙es, logaritminės,

rodyklinės funkcijos negali priklausyti nuo matini↪u argument↪u [1] (trigonometrines
funkcijos gali priklausyti nuo kamp

↪
u išmatuot

↪
u laipsniais ar radianais, bet ne nuo kit

↪
u

matini
↪

u dydži
↪
u). Reikėt

↪
u pridurti, kad fizikoje netgi vengiami uždaviniai su matiniais

parametrais, nes matini
↪
u uždavini

↪
u rezultatai irgi yra matiniai ir tod˙el priklauso nuo

vien
↪
u ar kit

↪
u mat

↪
u pasirinkimo ir nėra absoliut¯us. Tam paprastai

↪
ivedami santykiniai

kintamieji. Pavyzdžiui, greitisν = ν(t)/ν(0) jau yra nematinis dydis.
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SUMMARY

A. Kavaliauskas. Peculiarity of mathematical objects. Function

The article deals with some possibledefinitionsof function. Shortagesof function definitionused at schools
are discussed. Some concrete examples of improper use of definitions like function and expression, func-
tion and its graph are analyzed. Furthermore, some features of recording dimensional and not dimensional
variables and their functions are discussed.

Keywords:function, expression, graph.


