Liet. mat. rink. LMD darbai48/49 2008, 105-108

Matematinu objekt ypatumai. Funkcija

Algis KAVALIAUSKAS (VU, VGTU)

el. pastas: algis.kavaliauskas@mif.vu.|t

Reziumé. Straipsnyje yra analizuojama funkcijogweka. I1Sskiriami matematiniai objektai, kurie daznai
be pagrindo tapatinami su funkcija. Aptarti matirdydziy funkciju ypatumai. Pateikti pavyzdziai, ilius-
truojantys netinkam savoky ,formulé®, ,iSraiSka“, ,grafikas* vartojina.

Raktiniai ZodZiaifunkcija, iSraiSka, grafikas.

Problemos aktualumas

Karta vienuoliktole Rusrm paklaus: ,Kam yra lygus tasr ? Ar jis lygus 3,14. ., ar (o

gal ir) 180°?“ Panasgs klausimai nereti mokykloje. Mokyklejé matematikoje kartais
nesilaikoma apil®Zimuy, svarbios vietos taip sutrumpinamos, kad jos tampa dvipras-
miSkomis arba net klaidin@iomis. Taip atsiranda prielaidos painiotis ir painioti
matematinius objektus. Mokiniai iSmoksta naudotis sawgis, nesuprasdami gia”
savoly. Vienai svarbesnelj— funkcijos svokai — yra skirtas Sis straipsnis. Tai yra
antrasis straipsnis apie matematinobjekt) ypatumus [1].

Funkcijos apibrezimas

Funkcijos sivola kiek siauresne prasme piarkartaivedé Leibnicas 1692 m. Artiia
Siuolaikinei prasmei panaudojo 1698 m. Johanas (pirmasis) Bernulis. Taigi funkcijos
savoka pradta naudoti I. Niutono (1642—1727) ggnvimo metu. Siuo metu litenatoje
galima huty iSskirti tris pagrindinius funkcijos apibZimo hudus:

a) funkcija — tai kintamasis,

b) funkcija — tai taisyleé f;

c¢) funkcija — tai sutvarkydju pow (x, y) aibé.

Pirmuoju atveju [2], [3] funkcija apileziama tokiu bdu: kintamasisy yra kin-
tamojo x funkcija, jeigu yra Zinoma taisykl pagal ku@ kiekvienaix reikSmei
priskiriama tik viena kintamojg reikSme.

Antruoju atveju (naudojamu Siuo metu mokykloje) [4] funkcija — tai vienareik-
SmiSka taisyk¢, pagal ku@ kiekvienam aibs X elementui priskiriamas vienintelis
aibésY elementas.

Treciasis funkcijos apil®zimo hidas yra pateiktas [5], [6]. Funkcija vadinama su-
tvarkytuyju powu (x, y) aibé f. Be to, jeigux priklausoX, y ir z priklausoY, (x, y) ir
(x,z) priklausof, tai y = z.

Kiekvienu i$ Su atvejs funkcijos savoka Zymi i$ esms skirtingg matematinob-
jekta. Pasirinkdami viem iS ju (ant@ji), turime su juo suderinti kitus susijusius
apibrézimus (grafiko ir pan.).
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Funkcijos apibrezimo papildymas

Funkcijos apibezimas vienareikSmiSkai neapdfia funkcijos kaip matematinio ob-
jekto. Funkcijos apilezimo nepakanka funkdijlygybei nustatyti, t.y. nuspsti,
kokios dvi funkcijos yra laikytinos lygiomis arba sutampamis.

IS tikryjy, iS apibezimo seka, kad dvigjfunkciju tapatumui bifina ta pati at-
vaizdavimo taisyld f ir ta pati apibezimo sritis X. Tokiu budu dvejetas(X, f)
abiems lygioms funkcijoms turidii vienodas. Taiau i$ funkcijos apitezimo nieko
negalima pasakyti apie reikSmsrit, Y. Todel butina apibezima papildyti. Tikslinga
buty laikyti, kad reikSmi sritis Y yra sudaryta i$ vig apibezimo sritiesX vaizdy,
ty. Y = f(X). Toks reikSmi srities nustatymas palengvinuzdavini, susijusi
su reik8mi sritimi, atvirkStiremis funkcijomis, formulavira. Tada funkcijos vien-
areikSmiSkam apileZimui jau pakakt dvejeto(X, f).

Matematika nagrieja ir tokias funkcijas, kuriomg (X) C Y. Siuo atveju kartais
sakoma, kad funkcijg yra X atvaizdisi aibe Y, tuo pabeZiant skirtuna nuo nusy
pasirinkto atvejo, kaif (X) =Y.

Funkcija ir iSraiSka — skirtingi matematiniai objektai

Panagriekime du skirtingus matematinius objektus: funédij iSraiSka (arba for-
mule). Funkcig galima iSreiksti arba apietti formule arba iSraiSka. €&u funkcija
gali buti apibrezta ir kitaip, pvz., lentels, grafiko ir pan. bdu. Yra funkcijy, kurias i$
viso némanoma uzraSyti formule. NekorektiSka sutapatinti furkadaijiSraiSka. Tarp
funkcijos ir iSraiSkos yra panaSus santykis kaip tarp staggmedziagos ir statinio.
Nekyla mintis supaprastinti ir neskirti statinio nuo statydsinmedZiagos.

Aptarkime kelis funkcijos ir iSraiSkos nekorektiSko sutapatinimo pavyzdZzius.

1 pavyzdyq[7], 3 sk. Nr.3). ,Raskite funkcijosf (x) = —x2 — 4x + 4.. .. Cia
f(x) = —x?—4x +4 yraiSraiSka. Nekorektiskaasisraisk vadinti funkcija. Taisytina
i ,Raskite funkcijosf, apibeztosf (x) = —x2—4x+4.. " arba ,Raskite funkcijos
y=—x?>—4x+4.. "

2 pavyzdyg[7], 3 sk. Nr. 33). ,Pasirinkite teisirggatsakym:
a) funkcijaiy = 5x — 1 atvirkstire funkcija yra
A) —GBx+1) B) 1/5x C) 1/5x+1/5"

Né vienas i$ pateilgtatsakym nega¢tu atsakytii uzdavinio klausina, nes visi jie yra
ne funkcijos, o iSraiSkos. Taisytina

A) y=—(Bx+1); B) y=1/5¢; C) y=1/5x+1/5.

Funkcija ir jos grafikas

Funkcija ir jos grafikas yra du iS es® skirtingi matematiniai objektai. Daznai jie
papildo vienas ki ir todél naudojami greta.
ISskirkime tris diskutuotinas kryptis.
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Pirma. Breziant grafila neleistinai prap@ama funkcijos apil@zimo sritis. Pavyz-
dys ([7], 3 sk. Nr.82). ,,Raskite funkaij f (x) ir g(x) grafiky susikirtimo task koordi-
nates, jeiguf (x) = 4* ir g(x) = v/256". Sis pavyzdys parodo, kad kartais neskiriami
du matematiniai objektai: Saknis ir rodikérfunkcija. Tada nepagptai prapleiama
Saknies apit@zimo sritis ir tariama, kad¥/a = a%. Tokiu budu diskreti Saknies
funkcija y = ¢/a tampa lyg ir tolydZaja y = ax. 13 tikruju mokyklinéje matem-
atikoje Saknis apil@zta tik natiraliesiemsx > 1. Tocel Sakn ir rodikline funkcija
turime skirti. Tai du skirtingi matematiniai objektai, sutampantys tikurattosioms
didesrems uz 1 reikSmms.

Todél negali kirstis tolydzioji funkcija su diskoidja funkcija, sudaryta i$ atskiit
taSky. Ngmanoma Kkirsti tasé.

Sio uzdavinio formulavime taisytini ZodZiai ,... susikirtimo task.‘j ,... raskite
funkcijos f grafiko taskus einanilis per funkcijog grafiko taSkus".

Antra. Bréziant grafila susiaurinama funkcijos ap#gtimo sritis. DaZnai funkcija
yra apibezta ir nagriejama visiemsR, o jos grafikas nutraukiamas nenabus bent
iki vienos i$ koordinaiy aSu galo. BEezZiant grafikus, tokiu atveju, redkj sutrumpin-
ti asiu ilgi. Koordin&ciu aSis reilety sutrumpinti tiek, kad funkcijos grafiko galo bent
viena i$ koordineily x arbay sutapt) su bent vienos i§ koordinaj" asiy galu. Jeigu
funkcijos grafikas nutraukiamas nepasiekus koominasi ribojarcio sta&iakam-
pio, turime funkcig, apibez@a siaureseje apibezimo srityje. Ji skiriasi nuo funkci-
jos apibeztos visojeR. Tai yra du skirtingi matematiniai objektai. Sio tipo pavyzdziu
gakety bati [9] 16 uzdavinys Cia netinkamai nuleZti funkcijy y = x2ir y =2 — x
grafikai, susiaurinantjjapibezimo srit.

TreCia. Neskiriama funkcija nuo jos grafiko. Kartais Sie skirtingai apitr mate-
matiniai objektai sutapatinami. Pavyzdys ([7], 3 sk. Nr.8). ,ies= kx — 2 eina per
tasla A(—4; 6) ...". Cia tiese pavadinta funkcija. Tiegra geometrinis objektas,yo=
kx — 2 yra funkcija, kurios grafikas yra tiesMokymo stadijoje toks sutrumpinimas
tampa matematiniobjekts — grafiko ir funkcijos — painiojimo prielaida.

Funkcija ir matiniai dydziai
Grizkime | straipsnio prad&, prie Ruses klausimo apie skaiij . Teisingos yra dvi
lygybész = 3,14... arbax rad.= 180, bet nexr = 18C°. Pirma yra lygyle tarp
skatiy, antra — tarp dvigj matinuy dydzu, treia — tarp skaiiaus ir matinio dydzio.

Uzduotyje matiniai skaiai turi buti atskirti nuo nematini, bent kar juos
apibréZiant, nurodanty matavimo vienetus. Panagekime pavyzg kuriame uz-
duoties ir atsakymo matai yra nesuderinti ([7], 3 sk. Nr.180 arba Nr.181).

Nr.180. ,ISreikSkite radianais 480Atsakymas 25z .“ Teisingas atsakymas teirj
buti .2, 57 rad”, t.y. atsakymas irgi tet) buti matinis.
Pavyzdyg[8], Nr.798).
JISspreskite lygt: sin(30° + x) + sin(30° — x) = -0, 5. Atsakymasat%” + 2k,
Siame uZzdavinyje painiojami skirtingi matavimo vienetai: laipsniai ir radianai. 13
salygos matyti, kadv turi buti matuojamas laipsniais, telatsakymas irgi turi bti-
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uZraSytas laipsniais. NekorektiSkas matiim nematinu dydZiy naudojimas sutinka-
mas ir uzdavinyje Nr. 22.

.Impulsinio variklio varomo €ktuvo modelio, judaio tiese, pagreitis laiko mo-
mentur yra lygusa = 1 — cog2rt) (m/). Laikydami, kad pradiniu laiko momentu
t = 0 modelio greitis buvo 1 m/s, raskite kintaa grecio iSraisla“.

IS uZzdavinio glygos aiSku, kad yra matinis kintamasis, t&u jo matavimo viene-
tai néra apibeZti. Kadangi 2 néra apibeZta kaip matia konstanta, tai2— nematinis
skacius. Taigi, turime nesuprantanobjeka — kosinug, priklausarithuo matinio ar-
gumento Z¢, kurio matas yra laikas. €&u kosinusas galiuii tik kampo funkcija.
Dar daugiau, nesuprantama, kaip kosintigg® mag m/€, nes mokykloje kosinusas
— tik bemag funkcija.

Sitame uzdavinyje visidkai supainioti matiniai ir nematiniai skai"Formuluojant
uzduot su matiniais skaiais hutina jos apibeZzti, o trigopnometrirs, logaritmims,
rodyklinés funkcijos negali priklausyti nuo matinergument [1] (trigonometrines
funkcijos gali priklausyti nuo kampiSmatuot laipsniais ar radianais, bet ne nuakit
matiniu dydzi). Reikétu pridurti, kad fizikoje netgi vengiami uZzdaviniai su matiniais
parametrais, nes matinuzdavinu rezultatai irgi yra matiniai ir toel priklauso nuo
vieny ar kity mat pasirinkimo ir rera absoliuts. Tam paprastavedami santykiniai
kintamieji. PavyzdZziui, greitis = v(¢)/v(0) jau yra nematinis dydis.
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SUMMARY

A. Kavaliauskas. Peculiarity of mathematical objects. Function

The article deals with some possible definitions of fimt. Shortages of function definition used at schools

are discussed. Some concrete examples of improper use of definitions like function and expression, func-
tion and its graph are analyzed. Furthermore, somefeabf recording dimensional and not dimensional
variables and their functions are discussed.

Keywords:function, expression, graph.



