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Reziumeé. Straipsnyje pateikta metodikanodeliuoti ne Markovo aptarnavimo sistemas, panaudojant
analizire-skaitire modeliavimo priemog. Metodika remiasi tuo, kad neeksponentiniai skirstiniai yra
aproksimuojami eksponentinskirstiniy sasikomis ir miSiniais. Sistemos funkcionavimas aprasomas toly-
daus laiko Markovo grandamis. Sistemos G/G/1 analizinio-skaib modeliavimo rezultatai palyginti su
imitacinio modeliavimo rezultatais, atliktais su modeliavimo sistema ARENA.

Raktiniai zodziai:aptarnavimo sistema, skirstineproksimavimas, tolydaus laiko Markovo grarein’
analizinis-skaitinis modeliavimas.

1. lvadas

Viena iS sr€iu, kurioje plaiai taikomi Markovo procesai ir grandis, yra aptarnavi-
mo sistemos. Aptarnavimo sistemas M/G/1 ar G/M/1 galima tirti analitiSkelada”
net ir S sisteny analitinis tyrimas gali bti komplikuotas, kai pasiskirstymo funkcija
G turi sudgtinga analizirg iSraisSla. PavyzdZiui, aptarnavimo sistema G/G/1 neturi tik-
sliy analizinio sprendimo metad Siame straipsnyje pateikiamas G/G/1 sistemos mo-
deliavimo metodas, taikant pasiskirstymo funigaif aproksimavina eksponentimi
skirstiniy misiniais.

Modeliuojant stochastines sistemas tolydaus laiko Markovo procesais siaskai”
busen aibe reikalaujama, kad pgimo truknes i§ vienos bsenos kita buty pa-
siskirgiusios pagal eksponentidesn. Realiose sistemose Salyga daznai naima
iSpildyta, ir tai apsunkina sistamtyrima, kadangi negalima taikyti Markovo pro-
ces teorijos. Siame straipsnyje naggjamas teigiamas reik3mgggjanciy skirstiniy
aproksimavimas eksponentingkirstiniy sasukomis ir miSiniais. Naudojant fiktyui
faziy metod [2, 3], ne Markovo aptarnavimo sistemos médglima aproksimuoti
Markovo modeliu. Tam yra panaudotas analizinis-skaitinis modeliavimo metodas.

Matematiniams modeliams sudaryti ir tirti sukurta mateneianga C++ kalboje,
kuri leidZzia automatizuoti kai kuriuos modelisudarymo etapus: pagal sistemos
apraSym ivykiu kalboje [1] generuoja visas galimas Markovo processenas,
per.jimo intensyvum tarp husem matri@, sudaro Kolmogorovo hyat sistena esant
pusiausvyrai ir apskeilioja hisen stacionamsias tikimybes bei pagal pateiktas for-
mules suskailoja sistemos funkcionavimo charakteristikas. Analizinio-skaitinio mo-
deliavimo rezultatai palyginti su imitacinio modeliavimo rezultatais. Imitacinis mode-
liavimas buvo atliktas su modeliavimo programirengaARENA
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2. Skirstiniy aproksimavimas eksponentiniais miSiniais ir asukomis

Pasiskirstymo funkc§ G(¢), + > 0 aproksimuosime eksponentingkirstiny misi-
niais ir asukomis. Skirstini aproksimavimui naudosime antrosesilErlango misin
ir Kokso skirstin. Erlango misinio ir Kokso skirstinio parametrai randami taikanttrij
moment) sulyginimo metod.

Erlango miSinio tankio funkcijgf (¢):

n—1 n—1
—((l:lli)l)' exp{_ult}Jr(l—p)Mz% exp{—uat},

t>0, 0<p<l w1>0 wuz>0.

f@)=pun

Erlango skirstini miSinys shematiSkai atvaizduotas 1 pav.

Erlango miSinio paramajrradimo algoritmas pateiktas [4]. Reikia paZtmkad
Erlango miSiniu galima aproksimuoti bet kidkigiama skirstin, turintj tris pradinius
momentusE (X), E(X?) ir E(X2) be papildony apribojimy:

a) parametrag parenkamas kaip maziausias uratis skacius, tenkinantis nely-
gybes:

—v+E+i+2

’

n>— Iirn>
C2 )/_C+%

b) suradus:, apskatiuojami papildomi kintamieji:

n+1

n

n+2

x=EX)E(X?) - n—HE(X%E(XZ), y=E(X? — E(X)E(X),

2
nm+)f+m+gﬂmew>
n+1

A=nn+2)E(X)y, B= —(nx +
C=x-EX);
c¢) Erlango miSinio parametrai:

2A 2A
H1= s H2 = y
—B++VB2—4AC —B++B2—-4AC

EX) 1v,1 1
p:( n _E><Z_E>

C< A L ——
/[[2 — "'_/”2

1 pav. Erlango skirstini miSinys.
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Kokso skirstinio tankio funkcijg (7):

P11
P12 — L1
t>0, 0<p<l w1>0 wuz2>0.

f(0)=p1e7"" + (1€ — pouse P2l

Sio skirstinio fazie schema pavaizduota 2 pav.
Aproksimuojant skirstinG () Kokso skirstiniu, jis turi tenkinti glygas [5]:

{fmz<m3< Mﬂ§<mz<2}U{Em2<m302<mz},
3 mo 2 3
Cia
_ E(X? _ EX®
"TE?Z T EOEXY
Kokso skirstinio parametrai randami is formu[6]:
_fifa—fsE VD = p2fr—1 b= p2(fipr — 1)
2(f3 - fufs) pafe— f1’ n1 ’
Cia
E(x*
==, D=(f- 92— AGE - AU~ ).

3. Aptarnavimo sistemos G/G/1 skaitmeninis Markovo modelis

Nagrinékime aptarnavimo sisteanG/G/1, kurios paraidk srautas pasiskiess pagal
gama skirstipsu tankio funkcijaf (r) = Fl'(‘f; 105¢=1.67 1 5 0: paraisk aptarnavimo

laiko skirstinys yra lognormalusis su tankio funkcija

{ (In(z) 40, 9)2 }
———exp] - —————1,
0.9-1v/27 2.0,92

Gama skirstinaproksimuojam Kokso skirstiniu, sulygindami 3 pradinius momen-
tus. Gauti tokie Kokso skirstinio parametrai=0, 7075 1 = 1, 4587 u, = 2, 808.

Lognormalyji skirstini aproksimuojam Erlango miSiniu. Erlango misinio parametrai
yraSieen=1; p=0,0069 u;=0,3134 u,=169.

f@) = > 0.

A V)

I-p

2 pav. Kokso skirstinio fazeschema.
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Zinant $ias tankio funkcijas, sistemos G/G/1 funkcionavimalima aprasyti
Markovo grandine su skeiél buseny aibe ir tolydZiuoju laiku. Sproces galima mo-
deliuoti pasinaudojus metodika, apraSyta monografijoje [1].

Sistemos fazia'schema, panaudojus skirstigiproksimavima eksponentiniais mi-
Siniais ir @aukomis, pavaizduota 3 pav.

Sistemos hseny aike:

N ={(n1,n2,n3)},n1=0,2;n2=0,L; n3=0,3.

n1 parodo, kurioje srauto bloko faje yra atvykstanti paraiSka (0 — jei srauto blokas
tuXias);

ny — paraiskl skatius sistemoje (0 — jei sistema tid);

n3 — paraiSkl skatius aptarnavimgrenginyje (0 — jei aptarnavimo blokas ti&s).

Sistemosvykiu aibe E = {e1, ez, e3, ea, ¢s, eg, €7, eg}:

e1 — paraiSka ajo | srauto bloko pirmja faz;

ey — paraiSka pejo| srauto bloko antx faz su tikimybep; ir intensyvumun;

e3 — paraiSka baigta aptarnauti pirmoje srauto blokeja#’ ateina aptarnavimo
bloko pirma faz su tikimybe 1- p; ir intensyvumun;

e4 — paraiSka baigta aptarnauti srauto bloko antrojejeair” ateinaj aptarnavimo
bloko pirma faz su intensyvumay;

e5 — paraiSka pejo | aptarnavimo bloko an&faz su tikimybep,;

eg — paraiSka pejo | aptarnavimo bloko trga faz su tikimybe 1 po;

e7 — paraiSka baigta aptarnauti antroje aptarnavimo blokejéaz palieka sistemn
Su intensyvumuu1;

eg — paraiSka baigta aptarnauti¢reje aptarnavimo bloko fagé ir palieka sistemn
Su intensyvumuu,.

Norint sugeneruoti galionMarkovo procesolsen erdwe ir peigjimo intensyvum
matric, sistera G/G/1 reikia apraSyivykiu kalba [3]. Sistemos funkcionavimo algo-
ritmas, naudojant pseudokadateiktas 1 lentejé.

lvykiy apraSyme naudotas simbolis — pakankamai didelis (pvz., 10000 kart
didesnis uz kit faziy intensyvumus) teigiamas realusis skas.

Sukurtoji programie’ priemor pagalivykiy apraSyma generuoja visas galimas
Markovo proceso bisenas, pejimo intensyvum matri@, sudaro lygiu sistena
ir apskatiuoja hisen stacionamsias tikimybesr(n1,n»,n3). Zinant stacionarias
tikimybes, galima apskaitioti ivairias sistemos G/G/1 charakteristikas. Pvz., vidutinis

3 pav. Sistemos fazenschema.
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1 lentek
e1. e
ifny=0 ifni=1
thenny <1 thenny <2
end if end if
Return Intens— C Return Intens— p - A1
e3s. eq.
ifni=1 ifng=2
if n3=0andny, <L if n3=0andn, <L
thenny <~ n2+1; np < 0; n3 <1 thenny <—no+1; n1 < 0;
elseifny < L nz <1
thenny <~ n2+1; np <0 elseifny < L
end if themo <—no +1; n1 <0
Return Intens— (1 — p) - A1 end if
Return Intens— Ao
es. €6
ifnp=1 ifno=1
thenny <2 thenny < 3
end if end if
Return Intens— p - C Return Intens— (1— p)-C
e7. eg.
ifni=2 ifng=3
ifnp>1 ifno>1
thenny <~ ny1 —1;np < 1; thenny <—n1 —1;np < 1;
elseny <—np +1;np <0 elseny < np+1;n2 <0
end if end if
end if end if

Return Intens— 1

Return Intens— u»

sistemoje esanj paraiSkl skatius E (L) randamas iS formek

E(L) = Z Z Zn2~ﬂ(l’l1,n2,n3)+ Z Z Z (n2—1)~7r(n1,n2,n3).

n1=0no=0n3=0 n1=0n2=0n3#0

Tikimybes, kad sistemoje ynaparaiski, p, galima rasti iS formwds

=3 3 w(ns.nz.n3).

n1=0n2=nn3z=0

4. Aptarnavimo sistemos G/G/1 modeliavimo rezultat palyginimas

Skaitmeninio modeliavimo rezultatai palyginti su imitacinio modeliavimo rezultatais.
lvertintas aptarnavimo sistemos vidutinisesililgis E (L?) ir tikimybes p,, (n =0, 5).
Atliekant imitaciri modeliavima sugeneruota 5000000 paraiSRateikiame rezultatus

2 lenteEje.
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2 lentek
Po r1 p2 p3 )2 ps  E(L9)
Skaitinis-analizinis modeliavimas ,®98 0,2597 0,1515 0895 0,0536 0,0328 1,0941
Imitacinis modeliavimas 0,34990,2692 0,1452 0,0839 0,0517 0,0328 1,0948
Santykinis skirtumas 0,03% 3,66%-4,16% —6,26% —3,54% 0,00% 0,06%
1.4
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Sugeneruoty paraiSky skaicius

4 pav.E(L?) reikSnes kitimas didinant sugenerwgiaraisk kieki.

Kaip matome, tarp imitacinio iivykiu kalba aprasyto kompiuterinio modeliavi-
mo rezultat skirtumas nedidelis. Turint omenyje, kad esant dideliam modeliupjam
paraisSk) skatiui imitacinio modeliavimo rezultatai artimi tikriesiems, galima sakyti,
kad nagriejamas metodas tinka sistarts/G/1 modeliavimui. 4 pav. pateikiame im-
itaciniu modeliavimuvertinta E (L4) reikSmes kitima, didinant sugenerugiparaisk
kieki.

Matome, kad didinant sugeneruoparaiSk skatius palaipsniui nusistovi apie
E(L?) reikSme, gaud atlikus skaitmeniisistemos modeliavian

5. Pabaiga

Darbe pateikta teigiamskirstiniy aproksimavimo eksponentinskirstini miSiniais
ir sasitkomis pavyzdziai. Taikant tijmomeng sulyginimo aproksimavimo metodik
ir naudojant fiktyvy faziy metod galima aptarnavimo sistemmodelius aprasyti
Markovo grandine su skeiBl busem erdve ir tolydZiuoju laiku. Taikanvykiu kalba
ir idetuju Markovo grandini algoritma, galima sugeneruoti sistemos galitouseny
aibe, pegjimo intensyvumus tarpjjir apskatiuoti busen stacionamsias tikimybes.
Pateiktas aptarnavimo sistemos G/G/1 tyrimas parkdd nagriejama metodila ga-
lima taikyti sudtingoms aptarnavimo sistemoms modeliuoti.
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SUMMARY

M. Snipas, E. Valakewius. Application of mixture of exponetials distributions for modeling queuing
systems

The article considers approximation of positive digition functions by mixture of exponentials distri-
butions. This approximation enables to model non-markovian queuing systems by Markov process with
continuous time and countable set of states.

Keywords: queuing system, approximation of distribution functions, continuous time Markov chains,
numerical-analytic modeling.



