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Dviparametrinės tiesini ↪u kompleks ↪u šeimos geometrija

Kazimieras NAVICKIS (VU)
el. paštas: kazimieras.navickis@mif.vu.lt

Reziumė. Šiame darbe nagrinėjami trimatės projektyvinės erdvės dviparametrinės tiesini ↪u kompleks ↪u
šeimos diferencialinėsgeometrijos klausimai. Gautos ↪ivairi ↪u geometrini ↪u objekt ↪u geometrinės interpretaci-
jos.

Raktiniai žodžiai: projektyvinė erdvė, tiesi ↪u kompleksas, tiesinis tiesi ↪u kompleksas.

Tarkime, kad {Ai} – trimatės realiosios projektyvinės erdvės P3 judamasis reperis,
kurio infinitezimalaus judesio diferencialinės lygtys yra tokios (i, j, . . . = 1,2,3,4):

dAi = ω
j
i Aj .

Tiesinio erdvės P3 tiesi
↪

u komplekso lygtis:

aijp
ij = 0;

čia pij – erdvės P3 tiesės Pliukerio koordinatės. Tarkime, kad tiesės (A1A3), (A1A4),
(A2A3) ir (A2A4) priklauso šiam kompleksui. Tada jo lygtis bus tokia:

λp12 + p43 = 0; (1)

čia

λ = a12

a43
.

Pažymėkime (p,q, . . . = 1,2; α,β, . . . = 3,4)

�24 = λω1
4 + ω3

2, �41 = λω2
4 − ω3

1,

�23 = λω1
3 − ω4

2, � = λω2
3 + ω4

1,

ω = dλ − λ(ω
p
p − ωα

α).

(1) komplekso stacionarumo s
↪

alygos

�23 = 0, �24 = 0, �41 = 0, � = 0, ω = 0

sudaro visiškai integruojam ↪a sistem ↪a. Diferencialini ↪u lygči ↪u sistema
 �23

�24
�41


 =


λ23 µ23

λ24 µ24
λ41 µ41


(

�

ω

)
(2)
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apibrėžia dviparametrin
↪
e tiesini

↪
u kompleks

↪
u šeim

↪
a. Dviej

↪
u be galo artim

↪
u šeimos

kompleks
↪

u sankirta yra aprašoma lygči
↪

u sistema


λp12 + p43 = 0,

λ2αp2α − p13 + λ41p
41 = 0,

µ2αp2α + p12 + µ41p
41 = 0.

(3)

(3) sistema apibrėžia demikvadrik
↪
a.

Tarkime, kad M(xi) yra bet koks erdvės P3 taškas, o taškas T (ti) priklauso plokš-
tumai (A1A2A3), t.y. t4 = 0. Tiesė (MT ) priklauso (3) demikvadrikai, jei


λx2t1 − λx1t2 − x4t3 = 0,

−(x3 + λ41x
4)t1 + λ2αxαt2 + (x1 − λ23x

2)t3 = 0,

(x2 − µ41x
4)t1 + (µ2αxα − x1)t2 − µ23x

2t3 = 0.

Ši tiesini
↪

u lygči
↪

u sistema turi netrivial
↪

u sprendin
↪
i tada ir tik tada, kada∣∣∣∣∣∣

λx2 −λx1 −x4

−x3 − λ41x
4 λ2αxα x1 − λ23x

2

x2 − µ41x
4 −x1 + µ2αxα −µ23x

2

∣∣∣∣∣∣ = 0

arba

x4 · f (x1, x2, x3, x4) = 0;
čia

f (x1, x2, x3, x4) = λµ41(x
1)2 + λ(λ41µ23 − λ23µ41 − µ24)x

1x2

+ λ(λ23µ24 − λ24µ23)(x
2)2 − x1x3 − λ41x

1x4 + λ2αx2xα + µ23(x
3)2

+ (µ24 + λ41µ23 − λ23µ41)x
3x4 + (λ41µ24 − λ24µ41)(x

4)2.

Vadinasi, tiesė (MT ) aprašo trečiosios eilės pavirši
↪

u, kur
↪
i sudaro plokštuma

(A1A2A3) ir antrosios eilės paviršius

f (x1, x2, x3, x4) = 0. (4)

Erdvės P3 reper
↪
i {Ai} pasirinkime taip, kad būt

↪
u patenkintos tokios s

↪
alygos:{

λ23 = 0, λ24 = 1, λ41 = 0,

µ23 = 0, µ24 = 0, µ41 = 0.
(5)

Esant (5) fiksacijai, (4) sistema atrodo taip:

�23 = 0, �24 = �, �41 = 0. (6)

Apibrėžkime 1-formas ωαβ ir �αβ (simetriškas indeks ↪u atžvilgiu) šitaip:


ω33 = −ω1
3, ω34 = ω2

3 − ω1
4, ω44 = −ω2

4;
�33 = ω4

3 − ω1
2, �34 = ω2

2 − ω1
1 − ω3

3 + ω4
4,

�44 = ω3
4 − ω2

1.

(7)
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Diferencijuodami (6) sistem
↪

a išoriniu būdu, gauname:

ωαβ ∧ ω + �αβ ∧ � = 0. (8)

Remiantis Kartano lema, iš čia išplaukia, kad


ω33 = 1
8b33ω + 1

4a33�,

ω34 = 1
4b34ω + 1

2a34�,

ω44 = 1
8b44ω + 1

4a44�,

(9)




�33 = 1
4a33ω + g33�,

�34 = 1
2a34ω + 2g34�,

�44 = 1
4a44ω + g44�.

(10)

Esant (5) fiksacijai, (4) antros eilės paviršiaus lygtis yra tokia:

F ≡ x1x3 − x2x4 = 0. (11)

(11) lygtis nagrinėjamu atveju apibrėžia dviparametrin
↪
e kvadrik

↪
u šeim

↪
a. Šios šeimos

charakteringieji taškai tenkina s
↪

alygas:{
F = 0,

dF = 0.
(12)

Pažymėkime

x1

x2 = t,
x3

x2 = x4

x1 = s;
pαβ = aαβs2 + 4gαβs − λaαβ,

qαβ = bαβs2 + 2aαβs − λbαβ.

Dabar (12) sistem
↪

a galima perrašyti taip:{
p44t

2 + 2p34t + p33 = 0,

q44t
2 + 2q34t + q33 = 0.

Jei šios dvi lygtys turi vien
↪
a bendr

↪
a šakn

↪
i, tai rezultantas∣∣∣∣∣∣∣

p44 2p34 p33 0
0 p44 2p34 p33

q44 2q34 q33 0
0 q44 2q34 q33

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (13)

(13) lygtis apibrėžia 8 taškus, kuriuose (11) kvadrik
↪

u gaubiamasis paviršius liečia
šeimos kvadrikas.
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Dydži
↪

u sistemos

{gαβ},
{aαβ,gαβ},
{bαβ,gαβ},
{aαβ,bαβ,gαβ }

sudaro geometrinius objektus.
Iš dviparametrinės tiesini

↪
u kompleks

↪
u šeimos išskirkime vienparametrin

↪
e šeim

↪
a

lygtimi

ω = µ�.

Tokiu atveju (1) komplekso sankirta su jam be galo artimu kompleksu apibrėžia kon-
gruencij ↪a {

λp12 + p43 = 0,

µp12 − p13 + p42 = 0.

Kompleks
↪

u pluoštas

(µ + λ�)p12 − p13 + p42 + �p43 = 0

priklauso nuo parametro �. Speciali ↪u kompleks ↪u atveju yra patenkinta s ↪alyga

λ�2 + µ� − 1 = 0.

Šios lygties šaknis

�1,2 = −µ ± √
µ2 + 4λ

2λ

atitinka du specialūs tiesiniai tiesi
↪

u kompleksai. J
↪

u direktrisėmis yra tiesės

l1 =
(
A1 − 1

�1
A4, A2 − 1

�1
A3

)
,

l2 =
(
A1 + 1

�2
A4, A2 + 1

�2
A3

)
.

Matome, kad direktrisė l1 aprašo (11) kvadrik
↪
a.

Jei �1 = �2, tai

µ = 2
√−λ.

Tokiu atveju abi direktrisės sutampa su tiese

l = (
A1 + √−λA4, A2 + √−λA3

)
.
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SUMMARY

K. Navickis. Geometry of two-parametric family of linear line complexes

In this article differential geometry of two-parametric family of linear line complexes in the three-
dimensional projective space is considered.

Keywords: projective space, line complex, linear line complex.


