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1. Uždavinio formulavimas

Nagrinėjamas itin mažo tūrio skysto metalo lašo ant horizontalios plokštumos laisvo
paviršiaus modeliavimo uždavinys, naudojant parametrizacij

↪
a.

↪
Ivairūs lašo matema-

tiniai parametriniai modeliai aprašyti ir tirti
↪
ivairi

↪
u autori

↪
u, pvz. [1]–[3]. Šiame

darbe siūlomas diferencialinis modelis susideda iš dviej
↪

u pirmos eilės netiesini
↪

u
parametrini

↪
u lygči

↪
u sistemos

du

dϕ
= sinϕ

Ku − 1
r

sinϕ − λ
,

dr

dϕ
= cosϕ

Ku − 1
r

sinϕ − λ
, (1)

su atskirtomis kraštinėmis s
↪
alygomis u(ϕ1) = 0, r(0) = 0 ir nelokalia integraline

s
↪

alyga, reiškiančia lašo tūrio išlaikymo princip
↪
a:

2π

∫ a

0
ur dr = V0. (2)

Čia φ1 – drėkinimo kampas, V0 – lašo tūris, a – lašo pagrindo skritulio spindulys,
K – žinoma konstanta, λ – nežinoma konstanta (Lagranžo daugiklis). Uždavinio
sprendinys – (u(φ,a), r(φ,a), λ).

Pagrindinis darbo tikslas buvo sukonstruoti efektyv
↪

u metod
↪

a skaičiuoti lašo keteros
kreiv

↪
e, kai lašo pagrindo ant horizontalios plokštumos skritulio spindulys yra nefik-

suotas. Kraštiniam uždaviniui su atskirtomis kraštinėmis s
↪

alygomis spr
↪
esti siūloma

j
↪
i suvesti

↪
i Košy pradinio uždavinio sprendim

↪
a. Skaičiuojami lašo keteros kreivė

bei pasklidimo ant horizontalios plokštumos skritulio spindulys. Ankstesniuose lašo
modeliuose, nagrinėtuose, pavyzdžiui, darbuose [2], [3], lašo ir plokštumos suki-
bimo spindulys būdavo fiksuotas, t

↪
a pasiekiant specialaus plokštumos apdorojimo

dėka. Uždavinio sprendimas supaprastėdavo, keteros kreivės forma priklausydavo nuo
drėkinimo kampo φ1. Nefiksuojant pagrindo spindulio, spindulys a tampa uždavinio
parametru, priklausančiu nuo kit

↪
u geometrini

↪
u ir mechanini

↪
u uždavinio parametr

↪
u V0,

K , φ1.
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Darbuose [1], [3] buvo tirtas trij
↪

u lygči
↪

u parametrinis lašo modelis

du

ds
= sinϕ,

dr

ds
= cosϕ,

dϕ

ds
= Ku − 1

r
sinϕ − λ,

u(1) = 0, r(0) = 0, ϕ(0) = 0,

su nelokalia s ↪alyga:

2π

∫ 1

0
ur cosϕ ds = V0.

Atsižvelgus
↪
i s

↪
aryš

↪
i

du

ds
= du

dϕ
· dϕ

ds
,

dr

ds
= dr

dϕ
· dϕ

ds
,

sistema suvedama
↪
i dviej

↪
u netiesini

↪
u lygči

↪
u sistem

↪
a

du

dϕ
= sinϕ

Ku − 1
r

sinϕ − λ
,

dr

dϕ
= cosϕ

Ku − 1
r

sinϕ − λ
, (3)

su atskirtomis kraštinėmis s ↪alygomis

u(ϕ1) = 0, r(0) = 0, (4)

ir nelokalia integraline s
↪

alyga

2π

∫ a

0
ur dr = V0. (5)

Uždavinys pertvarkomas iš kraštinio uždavinio su atskirtomis kraštinėmis s ↪aly-
gomis

↪
i ekvivalentišk

↪
a pradin

↪
i uždavin

↪
i. Nagrinėjama dviej

↪
u netiesini

↪
u parametrini

↪
u

lygči
↪

u sistema (3) su nelokalia s
↪
alyga (5) ir pradinėmis s

↪
alygomis

u(ϕ1) = 0, r(ϕ1) = a. (6)

Sprendinys tuomet yra (u(φ,a), r(φ,a), λ).
Kai lašo pagrindo skritulio spindulys a yra nefiksuotas, tai Košy uždavinys (3),

(5), (6) priklauso nuo nežinomo parametro a = r(φ1), t.y. u = u(φ,a), r = r(φ,a).
Parametras a turi tenkinti s

↪
alyg

↪
a r(0, a) = 0. Darbe [4] parodyta, kad nežinoma už-

davinio konstanta λ gali būti išreikšta per kitus uždavinio parametrus:

λ

2
a2 + a cosϕ1 − K

V0
= 0.
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Taip pat
↪
irodyta teigiamos spindulio a reikšmės vienatis

a = −1

λ
cosϕ1 ±

√
1

λ2 cos2 ϕ1 + K

λπ
V0

tiek smailiems, tiek ir bukiems drėkinimo kampams (cosφ1 > 0). Ši s
↪

alyga pritaikyta
ir dviej

↪
u lygči

↪
u sistemai (3), (5), (6).

2. Skaitinis eksperimentas

Sistemai (3), (5), (6) spr
↪
esti buvo pasiūlytas dvipakopis iteracinis algoritmas. Išorinė

procedūra paremta modifikuotu intervalo dalinimo pusiau metodu. Pasirinktame spin-
dulio a reikšmi

↪
u intervale [a0, a1], pradedant reikšme a0, nustatomas reikalingasis

intervalas [a∗, a∗∗], kurio kairysis ir dešinysis galai atitinkamai lygūs a∗ = a0 +mh ir
a∗∗ = a0 + (m + 1)h. Šiame intervale ir taikomas intervalo dalinimo pusiau metodas.

Intervalo [a∗, a∗∗] gal
↪

u pasirinkimo kriterijumi tarnauja tūrio išlaikymo s
↪

alyga V =
V0 (6):

r = a∗, r = a∗∗,
V < V0, V > V0.

Vidinei procedūrai kiekviename taške taikytas ketvirtos eilės Rungės–Kutos metodas
sistemai (3), (5), (6) spr

↪
esti.

Skaičiavim
↪

u procesui
↪
ivertinti buvo tirtos sprendinio savybes. Pažymėkime siste-

mos (3) dešini
↪

asias puses:

f1 = sinϕ

Ku − 1
r

sinϕ − λ
,

f2 = cosϕ

Ku − 1
r

sinϕ − λ
.

Išvestinės
∣∣ ∂fi

∂u

∣∣, ∣∣ ∂fi

∂r

∣∣, i = 1,2 yra aprėžtos kiekviename iš interval
↪

u (ε,φ1], kur ε

yra kaip norima mažas skaičius. Galima parodyti, kad tada sprendinio funkcijos u =
u(c), r = r(c) čia yra tolydžios ir tolydžiai priklauso nuo c.

Funkcijos f1 ir f2 tenkina Lipšico s
↪

alyg
↪

a ir j
↪

u išvestinės pagal u ir r yra aprėžtos
visur, išskyrus kair

↪
ij

↪
i intervalo (ε,φ1] gal

↪
a, kuriame

↪
ivertinti aprėžtum

↪
a yra sudėtinga.

Dėl šios priežasties skaičiavimai buvo atliekami nuo dešiniojo intervalo galo.

↪
I funkcij

↪
u f1 ir f2 bei j

↪
u išvestini

↪
u

∂f1

∂u
= − K sinϕ

(Ku − 1
r

sinϕ − λ)2
,

∂f1

∂r
= − sin2 ϕ

(Ku − 1
r

sinϕ − λ)2r2
,

∂f2

∂u
= − K cosϕ

(Ku − 1
r

sinϕ − λ)2
,

∂f2

∂r
= − cosϕ sinϕ

(Ku − 1
r

sinϕ − λ)2r2

išraišk
↪

a
↪
ieina santykiai sinϕ

r
, sinϕ

r2 , galintys būti neaprėžti, kai φ → 0.
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1 pav.

2 pav.

Šiems santykiams
↪
ivertinti buvo panaudotas skaitinis eksperimentas, kurio rezul-

tatai leidžia tvirtinti, jog šie santykiai nyksta, kai φ → 0, ir neaprėžtumo neatsiranda.
Algoritmo efektyvumas iliustruojamas skaitiniais rezultatais. Lašo su nefiksuotu

spinduliu keteros linijos kitimas apskaičiuotas priklausomai nuo drėkinimo kampo φ1
(1 pav.) ir lašo tūrio V0 (2 pav.) kitimo.
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4. R. Čiupaila, M. Sapagovas, Solution of the system of parametric equations of the sessile drop, Math.

Modeling and Analysis, 7(2), 201–206 (2002).



Skysto metalo lašo su nefiksuotu spinduliu paviršiaus skaitinis modeliavimas 421

SUMMARY

R. Čiupaila. Modelling of the surface of the liquid metal drop with nonfixed radius

Two first order nonlineardifferential equationssystem with the separatedboundaryconditionsand nonlocal
integral conditions is considered. The system is modeling the surface of the liquid micro volume drop with
nonfixed radius on the horizontal plane. The boundary problem is brought to the initial one. The iterative
algorithm is proposed to count the curve of the crest of the drop depending on some geometrical and
mechanical parameters.

Keywords: system of nonlinear differential equations, nonlocal condition, liquid drop.


