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1.
↪
Ivadas

Siekiant sumažinti informacijos, perduodamos ryšio tinklu, nuostolius būtina sinchro-
nizuoti taktinius generatorius, esančius tinklo komutacijos centruose [1, 2]. Vienas iš
galim

↪
u tokios sinchronizacijos būd

↪
u yra nagrinėjamas šiame darbe.

2. Matematinis modelis

Nagrinėsime valdymo sistem ↪a, sudaryt ↪a iš n (n = 2p+1,p ∈ N) tarpusavyje sinchro-
nizuot ↪u generatori ↪u, kurios matematinis modelis yra tiesinė matricinė diferencialinė
lygtis su vėluojančiu argumentu:

Dx(t) = B1x(t) + B2x(t − τ) + z(t), (1)

čia D – apibendrinto diferencijavimo operatorius (taikomas apibendrintoms funkci-
joms) [3], x(t) – ieškoma vektorinė funkcija, z(t) – vektorinė funkcija, priklausanti
nuo pradini ↪u s ↪alyg ↪u, τ – pastovus vėlavimas, B1 = −κE, κ – koeficientas, E –
vienetinė n-tosios eilės matrica, B2 = κB,

B =




0 1
0 1 0

0 1
. .

. .

. .

0 1
0 1

1 0




. (2)

Matrica B nusako sistemos vidini
↪

u ryši
↪

u struktūr
↪
a. Kadangi galioja s

↪
alyga BT B =

BBT = E (čia T – simbolis, žymintis transponavimo operacij
↪

a), tai matrica B yra
ortogonalioji [4]. Tokios matricos visos tikrinės reikšmės yra kompleksiniai skaičiai,
vaizduojami taškais kompleksinės plokštumos vienetiniame apskritime.
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3. Matricinės diferencialinės lygties sprendimas

(1) diferencialin
↪
e lygt

↪
i sprendžiame „žingsni ↪u“ metodu [2]. Tuo tikslu interval ↪a 0 �

t < +∞ dalijame
↪
i vienodo ilgio τ dalis. Kiekviename intervale kτ � t < (k +

1)τ (k = 0,1,2, ...) (1) lygt
↪
i sprendžiame atskirai, kaip paprast

↪
a diferencialin

↪
e lygt

↪
i

(be vėluojančio argumento). k-jame intervale gautas sprendinys yra pradinė s
↪
alyga

(pradinė funkcija), sprendžiant lygt
↪
i k + 1-jame intervale (k = 0,1,2, ...). Pritaik

↪
e š

↪
i

metod
↪

a ir panaudoj
↪
e Laplaso transformacij

↪
a, gauname (1) matricinės diferencialinės

lygties sprendin
↪
i:

x(t) ÷
L∑

k=0

(A−1B2e
−pτ )kA−1Z(p), 0 � t < (L + 1)τ ; (3)

čia A = pE − B1 = (p + κ)E,A−1 = 1
p+κ

E,Z(p) ÷ z(t),÷ operatorinės lygybės
simbolis, siejantis pirmavaizd

↪
i ir jo vaizd

↪
a, L = 0,1,2, . . ..

Panaudoj
↪
e (2) pažymėjim

↪
a, turime:

x(t) ÷
L∑

k=0

κke−pkτ

(p + κ)k+1
BkZ(p), 0 � t < (L + 1)τ. (4)

4. Matricos B k-tojo laipsnio radimas

Matricos B (žr. (2) ir (4)) k-t
↪
aj

↪
i laipsn

↪
i (k ∈ N), rasime remdamiesi išraiška Bk =

T J kT −1 [4]; čia J – matricos B Žordano forma, T – transformuojančioji matrica.
Matricas J ir T rasime, jei žinosime matricos B tikrines reikšmes ir tikrinius vektorius.
Tikrines reikšmes rasime išsprend

↪
e charakteristin

↪
e lygt

↪
i

|B − λE| = 0. (5)

Pažymėkime

Dn(α) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α 1
α 1 0

α 1
. .

. .

. .

α 1
α 1

1 α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; (6)

čia α ∈ R. Tada

|B − λE| = Dn(−λ). (7)

Iš (6) išplaukia:
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Dn (α) = αn + (−1)n+1

ir

|B − λE| = (−λ)n + (−1)n+1. (8)

↪
Ivertin

↪
e (8), randame charakteristinės lygties (5) šaknis (matricos B tikrines reikšmes):

λk = −e
i(2k−2)π

n , k = 1,n; (9)

čia n(n = 2p + 1,p ∈ N) – matricos B eilė.
Matricos B tikrinės reikšmės yra paprastosios (ne kartotinės), todėl jos Žordano

forma J yra diagonalioji matrica

J = diag (λ1, λ2, λ3, . . . , λn), (10)

o transformuojančiosios matricos T stulpeliai yra matricos B tikriniai vektoriai [4].
Rasime matric

↪
a T . Pažymėj

↪
e jos v-t

↪
aj

↪
i stulpel

↪
i Tv(v = 1,n), turime T = (T1 T2 . . . Tn)

ir (BT1 BT2 . . . BTn) = (T1λ1 T2λ2 . . . Tnλn). Iš pastarosios lygybės gauname:

BTv = Tvλv, v = 1,n. (11)

Išsprend
↪
e n tiesini

↪
u algebrini

↪
u lygči

↪
u sistem

↪
u, apibrėžt

↪
u (11) išraiška, randame ma-

tricos B tikrinius vektorius

Tv =




E0(λv)

E1(λv)
...

En−1(λv)


 , v = 1,n; (12)

čia

Ek(z) = zk, (k ∈ N ir z ∈ C). (13)

Remdamiesi (12) lygybėmis, parašome transformuojanči
↪
aj

↪
a matric

↪
a T ir randame

jai atvirkštin
↪
e matric

↪
a T −1:

T =




E0(λ1) E0(λ2) . . . E0(λn)

E1(λ1) E1(λ2) . . . E1(λn)
...

...
...

En−1(λ1) En−1(λ2) . . . En−1(λn)


 ,

T −1 = 1

n




E0(λ1) E1(λ2) . . . En−1(λ1)

E0(λ2) E1(λ2) . . . En−1(λ2)
...

...
...

E0(λn) E1(λn) . . . En−1(λn)




čia λk (k = 1,n) – kompleksinis jungtinis kompleksiniam skaičiui λk (k = 1,n).
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Randame matricos B k-tojo laipsnio (k ∈ N) uv-t
↪

aj
↪
i element

↪
a:

{Bk}uv = {T J kT −1}uv = 1

n

n∑
l=1

λk
l Eu−1(λl)Ev−1(λl), u,v = 1,n.

↪Ivertin
↪
e (13) lygyb

↪
e, gauname

{Bk}uv = 1

n

n∑
l=1

λk
l λ

u−1
l (λl)

v−1 = 1

n

n∑
l=1

λk+u−v
l , u,v = 1,n. (14)

Panaudoj
↪
e (9) lygyb

↪
e ir s

↪
aryš

↪
i λk = λn−k+1

(
k = 1, n−1

2

)
, (14) išraišk

↪
a parašome rea-

liojoje formoje:

{Bk}uv = 1
n

[
1 + (−1)k+u−v · 2

n−1
2∑

l=1

cos
(k + u − v)(2l − 1)π

n

]
, u,v = 1,n. (15)

Matrica B ir jos laipsniai yra cirkuliantinės matricos [4], todėl jos k-t
↪

aj
↪
i laipsn

↪
i galima

parašyti taip:

Bk = 1
n




a1 a2 a3 · · · an

an a1 a2 · · · an−1
an−1 an a1 · · · an−2
· · · · · · · · · · · · · · ·
a2 a3 an · · · a1


 ; (16)

čia

av(k) = {Bk}1vn = 1 + (−1)k−v+12

n−1
2∑

l=1

cos
(k − v + 1)(2l − 1)π

n
, v = 1,n. (17)

5. Pereinam
↪

uj
↪

u funkcij
↪

u matrica

Sistemos u-tojo generatoriaus virpesio fazės reakcij
↪

a
↪
i v-tojo generatoriaus virpesio

fazės vienetin
↪
i šuol

↪
i vadinsime sistemos pereinam

↪
aja funkcija huv(t)(u,v = 1,n).

Matric
↪

a h(t) = (huv(t)) vadinsime sinchronizacijos sistemos pereinam
↪

uj
↪

u funkcij
↪

u
matrica. Šios matricos elementus rasime pasinaudoj

↪
e (1) matricinės diferencialinės

lygties (4) sprendiniu.
Kai vienetinis fazės šuolis veikia v-ojo generatoriaus virpesio faz

↪
e, (1) lygties lais-

vasis narys
↪
igauna pokyt

↪
i:

�z(t) = δ(t)I (v); (18)

čia I (v) – matrica-stulpelis, kurio v-asis elementas lygus 1, o likusieji – nuliui, δ(t) –
delta funkcija.



Sistemos su vėlavimais ir struktūros matrica analizinis tyrimas 375

Remiantis (4) ir (18) išraiškomis, gauname

h(t) = (huv(t)) ÷
L∑

k=0

κke−pkτ

(p + κ)k+1 Bk, 0 � t < (L + 1)τ. (19)

↪
Istat

↪
e (16)

↪
i (19) ir gautai išraiškai pritaik

↪
e atvirkštin

↪
e Laplaso transformacij

↪
a, ran-

dame:

h(t) =




α + h1 h2 h3 · · · hn

hn α + h1 h2 · · · hn−1
hn−1 hn α + h1 · · · hn−2
· · · · · · · · · · · · · · ·
h2 h3 h4 · · · α + h1


 ; (20)

čia α = e−κt1(t),

hv(t) = 1

n

L∑
k=1

κk(t − kτ)ke−κ(t−kτ)

k! av(k)1(t − kτ),

0 � t < (L + 1)τ, v = 1,n; (21)

1(t) =
{

1, t � 0,

0, t < 0,
Hevisaido vienetinė funkcija, av(k) – funkcija, apibrėžta (17)

išraiška.
Gautoji pereinam

↪
uj

↪
u funkcij

↪
u matricos h(t) (20) išraiška gali būti panaudota tiriant

pereinamuosius procesus sinchronizacijos sistemoje, analizuojant jos darb
↪
a nusistovė-

jusiame režime, skaičiuojant statistines charakteristikas.
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SUMMARY

Gintarė Leonaitė, Jonas Rimas (KTU). Analytical investigation of the delay system with structural
matrix having eigenvalues on the unit circle

Investigation of the mutual synchronizatin system with delays, composed of n (n = 2p + 1, p ∈ N) oscil-
lators joined into a onedirectional ring, is carried out. The investigation is based on the use of eigenvectors
of the matrix, which describes the structure of the internal links of the system.

Keywords: eigenvalues, eigenvectors, Jordan’s form, delay systems.


