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el. paštas: genovaite.zaksiene@ktu.lt

Technologini
↪

u proces
↪

u sparta, sudėtingos aparatūros taikymas padidina nepagei-
daujam

↪
u mechanini

↪
u poveiki

↪
u

↪
itak

↪
a mechanizmams.

↪
Irengini

↪
u vibroaktyvumo suma-

žinimas pasiekiamas keičiant fizini
↪

u – mechanini
↪

u, kartais ir chemini
↪

u proces
↪

u pa-
rametrus, mažinant tarpelius kinematinėse porose, atliekant mašin ↪u rotori ↪u dinamin

↪
i

balansavim
↪

a ir inercijos jėg
↪

u išsvėrim
↪
a. Vienas iš būd

↪
u kovoti su žalingais virpesiais

yra dinamini
↪

u slopintuv
↪

u taikymas mechaninėms sistemoms, kai nekeičiama sistemos
konstrukcija ir žadinimo šaltinio panaikinti negalima. Nagrinėjamos

↪
ivairios netiesinės

sistemos, kuri
↪

u tamprumo jėgos dalimis tiesinės. Tokios sistemos tiriamos nuoseklaus
sujungimo, harmoninės linearizacijos, harmoninio balanso ir kitais metodais [2].

Taikant dinaminius slopintuvus netiesinėms sistemoms labai svarbu nustatyti sis-
temos parametr

↪
u reikšmes, su kuriomis toks slopintuvas veikia efektyviausiai. Jei pa-

grindin
↪
e mas

↪
e m veikianti jėga iššaukia pavojingai dideles virpesi

↪
u amplitudes, tai pri-

jungus dinamin
↪
i slopintuv

↪
a, t. y. papildom

↪
a mas

↪
e m1, ir parinkus tamprumo parametr

↪
a

c1, galima žymiai sumažinti amplitud
↪
e.

Tegu dinaminė sistema aprašoma diferencialinėmis lygtimis.

{
mẍ + f (x) − c1(x1 − x) = A sinωt,

m1ẍ1 + c1(x1 − x) = 0; (1)

čia x,x1 – koordinatės atskaitomos nuo sistemos statinės pusiausvyros padėties, m1, c1
– tiesinio dinaminio slopintuvo parametrai, m – pagrindinė sistemos masė, f (x) – nag-
rinėjamos dviej

↪
u tip

↪
u netiesinės standumo jėgos:

f (x) =
{

cx, |x| � xy,

(c + c0)x − c0xysgnx, |x| > xy; (2)

ir

f (x) =



cx, |x| � xy,

(c + c0)x − c0xysgnx, xy < |x| � xz,

(c + c0 + c2)x − c0xysgnx − c2xzsgnx, |x| > xz;
. (3)

čia xy,xz – sistemos judesio apribojimai; c, c0, c1, c2 – standumo charakteristik
↪

u
parametrai.
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Sistemai (1) spr
↪
esti taikomas harmoninės linearizacijos metodas. Netiesinės stan-

dumo charakteristikos (2, 3) ištiesinamos, panaudojant lygt
↪
i

f (x) = qx. (4)

Tuomet sistemos (1) sprendiniai bus:

x = β sinωt,

x1 = β1 sinωt.
(5)

Ištiesintos standumo charakteristikos koeficientas q apskaičiuojamas taip [2]:

q(β) = 4

πβ

∫ 2π

0
f (β sinτ) sin τ dτ = 4

πβ

∫ π
2

0
f (β sin τ) sin τ dτ ; (6)

čia τ = ωt .
Kai standumo jėga f (x) turi pavidal

↪
a (2), koeficientas q apskaičiuojamas taip:

q(β) = 4

πβ

∫ τ1

0
cβ · sin2 τ dτ + 4

πβ

∫ π
2

τ

(
(c + c0)

(
β sin τ − xy

) + cxy

) · sin τ dτ

= 4c

π

(τ

2

∣∣∣τ1

0
− 1

4
sin2τ

∣∣∣τ1

0

)
+ 4(c + c0)

π

(τ

2

∣∣∣ π
2

τ1
− 1

4
sin2τ

∣∣∣ π
2

τ1

)
+ 4(c + c0)

πβ
cos τ

∣∣∣ π
2

τ1

− 4cxy

πβ
cos τ

∣∣∣ π
2

τ1
= (c + c0) − 2c0

π

(
arcsin

xy

β
+ xy

β

√
1 −

(xy

β

)2
)

;

čia τ1 = arcsin xy

β
.

Antruoju atveju, kai f (x) turi pavidal
↪

a (2), koeficientas q apskaičiuojamas taip:

q(β) = 4
πβ

(∫ τ1

0
cβ · sin2 τ dτ +

∫ τ2

τ1

(
(c + c0)β sin τ − xyc0

) · sin τ dτ
)

+ 4
πβ

(∫ π
2

τ2

(
(c + c0 + c2)β sin τ − xzc2 − xyc0

) · sin τ dτ

)

= (c + c0 + c2) + 6c0xy

πβ

√
1 −

(xy

β

)2 + 2c0

π
arcsin

xy

β
− 2c2xz

πβ

√
1 −

(xz

β

)2

− 2c2

π
arcsin

xz

β
− 8c0xy

πβ

√
1 −

(xz

β

)2; (7)

čia τ1 = arcsin xy

β
, τ2 = arcsin xz

β
.

↪
Iraš

↪
e

↪
i (1) sistem

↪
a sprendinio (5) išraiškas ir ištiesint

↪
a standumo charakteristik

↪
a,

lygči
↪

u sistem
↪

a pertvarkome
↪
i sistem

↪
a
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{−mω2β + qβ − c1(β1 − β) = A,

−m1ω
2β1 + c1(β1 − β) = 0.

. (8)

Dinaminio slopintuvo amplitud
↪
e randame iš (8) sistemos antrosios lygties:

β1 = c1β

c1 − m1ω
2 = ω2

1β

ω2
1 − ω2

.

Pagrindinės masės amplitudė β ,
↪
irašius β1 išraišk ↪a ↪

i (8) sistemos pirm ↪a lygt
↪
i, bus

tokia:

βc1

A
= 1

ω2

ω2
1

(
− 1

µ
+ q

c1

ω2

ω2
1
− 1

1− ω2

ω2
1

) ; (9)

čia µ = m1
m

, ω2
1 = c1

m1
.

Pertvarkius (9) lygt
↪
i, gaunama amplitudinė dažninė charakteristika su dinaminiu

slopintuvu:

βc1

A
= 1 − γ 2

γ 2
(

− 1
µ
(1 − γ 2) + q

c1

1
γ 2 (1 − γ 2) − 1

) ; (10)

čia γ = ω
ω1

.
Iš (10) lygties išplaukia, kad β → 0, kai γ → 1.
Atitinkamai parinkus dinaminio slopintuvo parametrus, kai c1

m1
= ω2

1 → ω2, pagrin-
dinės masės virpesiai sistemoje nuslopinami. Bedimensėse koordinatėse amplitudinė
dažninė charakteristika su dinaminiu slopintuvu bus tokia:

αγ 2
(

− 1
µ

+ q

c1

1
γ 2

− 1
1 − γ 2

)
− A

c1xy

= 0, (11)

α = β

xy

;

čia koeficientas q
↪
igyja (6) arba (7) išraiškas.

Bedimensėse koordinatėse amplitudinė dažninė charakteristika be dinaminio slo-
pintuvo gaunama iš lygties

mẍ + qx = A sinωt,

↪
irašius

↪
i j ↪a x = β sinωt :

−mω2β + qβ = A,

β

xy

(q

c
− γ 2

1

)
= A

cxy

, γ1 = ω

ω2
, ω2

2 = c

m
.
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Standumo charakteristika be dinaminio slopintuvo bedimensėse koordinatėse
atrodys taip:

α
(q

c
− γ 2

1

)
= A

xyc
, (12)

čia α = β
xy

.
Perėjus prie ribos, kai α → ∞, iš amplitudini

↪
u dažninini

↪
u charakteristik

↪
u (11) su

dinaminiu slopintuvu abiem q(α) atvejais gaunamos lygtys rezonansiniams dažniams
nustatyti:

α =
A

c1xy(
− 1

µ
γ 2 +

(
c+c0
c1

− 2c0
c1π

(
arcsin 1

α
+ 1

α

√
1 − 1

α2

))
− γ 2

1−γ 2

) , (13)

α = A

xyc
:
(

− γ 2

µ
+ c + c0 + c2

c1
+ 6c0

πc1α

√
1 − 1

α2 + 2c0

c1π
arcsin

1

α

− 2c2xz

πc1xyα

√
1−

( xz

xyα

)2− 2c2

c1π
arcsin

xz

xyα
− 8c0

πc1α
.

√
1−

( xz

xyα

)2− γ 2

1−γ 2

)
,(14)

−γ 2

µ
+ c + c0 + c2

c1
− γ 2

1 − γ 2 = 0, (15)

kai q(α)
↪
igyja išraišk

↪
a (7) ir analogiška lygtis, kai q(α)

↪
igyja išraišk

↪
a (6)

−γ 2

µ
+ c + c0

c1
− γ 2

1 − γ 2 = 0. (16)

Toliau detaliau bus nagrinėjama (15) išraiška. Analogiškos išvados galioja ir (16)
lygties atveju. Iš (15) lygties išplaukia, kad sistema turės rezonansinius virpesius, kai

γ 2
1,2 =

1 + µ
(

c+c0+c2
c1

)
±

√(
1 + µ

(
c+c0+c2

c1
+ 1

))2 − 4µ(c+c0+c2)
c1

2
.

S
↪

alyga, kad diskriminantas būt
↪

u neneigiamas tikrai išpildyta, nes

(
1 + µ

(c + c0 + c2

c1
+ 1

))2

− 4µ(c + c0 + c2)

c1

=
(

1 − µ

(c + c0 + c2

c1
+ 1

))2

+ 4µ � 0, µ = m1

m
> 0.

Atstumas tarp rezonans
↪

u � lygus:
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� = γ 2
1 − γ 2

2 =
√(

1 − µ
(c + c0 + c2

c1
+ 1

))2

+ 4µ.

Ieškosim funkcijos �(µ) ekstremumo:

�′(u) =
µ

(
c+c0+c2

c1
+ 1

)2 + 1 − c+c0+c2
c1√(

1 − µ
(

c+c0+c2
c1

+ 1
))2 + 4µ

.

Mažiausias dažnio diapazonas, kuriame masės m virpesiai ženkliai sumažinami bus,
kai µ = c1(c+c0+c2−c1)

(c+c0+c2+c1)
2 .

Tuomet dinaminio slopintuvo parametrai tenkina s ↪alyg ↪a
c1
m1

= c+c0+c2+c1
m(c+c0+c2−c1)

, o
minimali dinaminio slopintuvo dažnio veikimo juosta lygi:

min� = 2
√

c1(c + c0 + c2)

c + c0 + c2 + c1
.

Žinoma [2], kad tiesiniu atveju dinaminio slopintuvo dažnio veikimo juosta lygi
� = γ 2

1 − γ 2
2 = √

µ2 + 4µ. Netiesinėse sistemose dažnio veikimo juosta bus platesnė
negu tiesinėse sistemose, kai

(
1 − µ

(c + c0 + c2

c1
+ 1

))2

> µ2.

Išsprendus nelygyb
↪
e gaunama sritis, kurioje dinaminis slopintuvas yra efektyvesnis

negu tiesiniu atveju.
Ši sritis apibūdinama s

↪
alygomis:

µ >
c1

c + c0 + c2
arba 0 < µ <

c1

c + c0 + c2 + 2c1
.

Srityje, kai c1
c+c0+c2+2c1

< µ <
c1

c+c0+c2
, dinaminio slopintuvo veikimo dažnio juos-

ta jau yra siauresnė negu tiesinėse sistemose.

Išvados

1. Tiriant dalimis tiesin
↪
e sistem ↪a nustatyta, kad ne visuomet netiesinėse sistemose

dinaminio slopintuvo veikimo dažnio zona yra platesnė negu tiesinėse sistemose.
2. Surastos netiesinės sistemos parametr

↪
u kitimo sritys, kuriose dinaminis slopintu-

vas yra efektyvesnis negu tiesinėse sistemose.
3. Dinaminio slopintuvo dažnis visais atvejais turi būti artimas žadinimo dažniui.
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SUMMARY

G. Zaksienė. Supression of mechanical oscillations in a nonlinear systems with restriction

The application of the dynamical dampers in the mechanical systems, when the sources of stimulation
are impossible to abolish, is one of the ways to fight against the harmful vibrations. The linear dynamical
damper of nonlinear systems can compensate the force of stimulation in wide diapason of frequency. The
parameters of dynamical system where dynamical damper exists more effectively are determined.

Keywords: nonlinear system, damper, suppression.


