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1. Uždavinio formulavimas

Matematinės fizikos uždavinius, aprašomus antrosios eil˙es diferencialin˙emis lygtimis da-
linėmis išvestin˙emis s↪alyginai skirstome↪i tris pagrindines klases: hiperbolinio, elipsinio
ir parabolinio tipo uždavinius. Daugel↪i matematini↪u modeli↪u galime ištirti, išskyr↪e vyrau-
jant↪i proces↪a ir nustat↪e jo tip ↪a. Tai ypač svarbu sudarant efektyvius uždavinio skaitinius
sprendimo metodus, kadangi kiekvieno pagrindinio tipo uždavinio sprendimui yra su-
kurta daug labai efektyvi↪u speciali↪u metod↪u.

Tačiau daug taikom↪uj ↪u matematini↪u modeli↪u jau negali b¯uti klasifikuojami naudo-
jant tik šias tris klases. Atskirose uždavinio apibr˙ežimo srityse lygties tipas gali keistis.
Todėl aktualiu skaiˇciavimo matematikos uždaviniu yra nauj↪u skaitini ↪u algoritm↪u, skirt ↪u
netradicini↪u matematini↪u modeli↪u sprendimui, k¯urimas.

Skysči ↪u tekėjimo poringose terp˙ese matematiniai modeliai dažnai aprašomi netiesi-
nėmis diferencialin˙emis lygtimis, kurios yra parabolinio tipo skysˇciu dar neprisotintoje
terpėje, ir elipsinio tipo, kai terp˙e yra pilnai užpildyta skysˇciu. Vykstant šiam procesui
sritis ribojantis paviršius irgi juda [3]. Naujas toki↪u uždavini↪u skaitinio sprendimo algo-
ritmas yra pateiktas [2] darbe.

Mūs ↪u tikslas yra ištirti pasi¯ulytojo algoritmo konvergavimo s↪alygas ir ↪ivertinti itera-
cinio metodo konvergavimo greit↪i, kai sprendžiamas tiesinis modelinis uždavinys.

SrityjeQ = Ω × [0, T ] nagrinėkime parabolinio-elipsinio tipo kraštin↪i uždavin↪i:
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3∑
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)
− q(t)u + f(X, t), (X, t) ∈ Qpar,

−
3∑
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∂

∂xj

(
kj

∂u
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)
+ q(t)u = f(X, t), (X, t) ∈ Qelip,

u(X, t) = µ0, (X, t) ∈ ∂Ω × [0, T ],

u(X, 0) = u0(X), X ∈ Ω = [0, 1]3,

čia padar˙eme prielaid↪a, kad

Q = Qpar ∪Qelip, Qelip = [a, b]3 × [0, T ], 0 < a < b < 1 .

Koeficientaikj yra teigiamos konstantos,q(t) � 0.
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2. Neišreikštinė baigtini ↪u skirtum ↪u schema

SrityjeQ apibrėžkime tolyg↪uj ↪i tinkl ↪aQhτ . Šio tinklo taškuose yra apibr˙ežtos funkcijos
Un
i = U(Xi, t

n). Pažymėkime diskreˇciuosius operatorius:

AjU
n =

(
kjU

n
xj

)
x̄j

− qj(t
n)Un + fj(X, tn),

čia panaudojome standartinius vienpusi↪u baigtini↪u skirtum↪u operatorius.
Diferencialin↪i uždavin↪i aproksimuojame tokia modifikuota neišreikštine Eulerio

schema:

c(X)
Un+1 − Un

τ
=

3∑
j=1

AjU
n+1, (1)

čia c(X) yra apibrėžtas taip:

c(X) =

{
1, jei X ∈ Ωpar,

0, jei X ∈ Ωelip.

Kiekviename laiko sluosnyje sprendžiame tiesini↪u lygči ↪u sitem↪a(
c

τ
I −

3∑
j=1

Ãj

)
Un+1 = F n+1 ,

kuri ↪a kompaktikškai galime užrašyti taip:

AUn+1 = F n+1 .

MatricaA yra simetrinė, nesunkiai gauname tokius jos spektrinius↪iverčius:(meas |Ωpar |
τ

+ λA,min

)
I � A �

(meas |Ωpar |
τ

+ λA,max

)
I .

Tokias sistemas galime spr↪esti ↪ivairiais iteraciniais metodais, pavyzdžiui jungtini↪u gradi-
ent ↪u metodu [1]. Iteracij↪u skaičius esminiai priklauso nuo parametroτ ir paraboliškumo
srities dydžio.

3. Stabilizuojančios pataisos schema

Gerai žinoma, kad daugiamaˇcius parabolinio tipo uždavinius ypaˇc efektyviai spren-
džiame naudodami išskaidymo schemas [4]. Tod˙el diferencialin↪i uždavin↪i aproksimuo-
jame tokia modifikuotastabilizuojančios pataisosišskaidymo schema [2]:

U
n+1/3
s − Un

s

τ
= A1U

n+1/3
s +A2U

n
s +A3U

n
s ,

U
n+2/3
s − U

n+1/3
s

τ
= A2U

n+2/3
s −A2U

n
s ,
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čia s yra iteracijos numeris, o pradin˙e s↪alyga tašket = tn yra perskaičiuojamapo kiek-
vienos iteracijos:

Un
s+1 =

{
Un, jei X ∈ Ωh,par ,

Un+1
s , jei X ∈ Ωh,elip ,

Un
0 = Un, (X, tn) ∈ Qhτ .

Stabilumo analiz˙e

Tegulλ1, λ2, λ3 yra diskreči ↪uj ↪u operatori↪u Ã1, Ã2, Ã3 tikrinės reikšm˙es:

λj < 0, j = 1, 2, 3.

Pažymėkime iteracinio artinio paklaid↪a:

Zn+1
s = Un+1

s − Un+1, (3)

Zn
s =

{
0, jei X ∈ Ωh,par ,

Un
s − Un+1, jei X ∈ Ωh,elip.

(4)

3.1 teorema.Stabilizuojanˇcios pataisos baigtini↪u skirtum↪u schema(2) yra stabili, kai
sprendžiame trimat↪i parabolin↪i-elipsin↪i uždavin↪i ir teisingas toks iteracinio artinio pa-
klaidos ↪ivertis:

‖Zn+1
s ‖ � q ‖Zn+1

s−1 ‖, q < 1 ,

čia ‖ · ‖ yra diskrečioji L2 norma.

↪Irodymas.Nagrinėkime Furjė skleidin↪i:

Zn+1
s =

∑
i,j,m

qn+1
i,j,m ci,j,mWi,j,m ,

čiaWi,j,m yra matricosA tikriniai vektoriai,qi,j,m yraaugimoarbastabilumodaugikliai

qi,j,m =
1 +τ2(λ1λ2+λ1λ3+λ2λ3)−τ3λ1λ2λ3

(1 − τλ1)(1 − τλ2)(1 − τλ3)
.

Kadangiλj < 0, tai gauname, jog nelygyb˙es

|qi,j,m| � q1 < 1

visada yra teisingos. Iš (4) nesunkiai↪irodome, kad norma‖Zn
s ‖ gali būti ↪ivertinta tokiu

būdu:

‖Zn
s ‖ � q2‖Zn+1

s−1 ‖, q2 � 1.

Tada, apjung↪e abu↪iverčius, ↪irodome reikiam↪a iteracinio metodo paklaidos nelygyb↪e:
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‖Zn+1
s ‖ � q1 ‖Zn

s ‖ � q1q2 ‖Zn+1
s−1 ‖, q = q1q2 < 1,

kuri rodo, kad itearcin˙e seka konverguoja tiesiniu greiˇciu.

4. Skaičiavimo eksperimento rezultatai

Skaičiavimo eksperimente naudojome diskreˇciuosius operatorius

AjU
n =

(
Un
xj

)
x̄j

+ fj(X, tn), j = 1, 2, 3.

Elipsinis operatorius yra apibr˙ežtas srityje:

Qell = [0.4, 0.7]× [0.4, 0.7]× [0.4, 0.7]× [0, T ].

Funkcijaf(X, t) atitinka tiksl ↪u diferencialinio uždavinio sprendin↪i

u(X, t) = exp(t) sin(πx1) sin(πx2) sin(πx3).

Iteracij ↪u pabaigos požymis buvo

∥∥∥ 3∑
j=1

AjU
n+1
s

∥∥∥
Ωh,elip

� ε

arba

∥∥Un+1
s+1 − Un+1

s

∥∥
∞,Ωh,elip

� ετ.

Norėdami pagreitinti itearcij↪u konvergavim↪a, elipsinėje uždavinio apibr˙ežimo srityje
Ωh,elip naudojome parametr↪a τ0, skirting↪a nuo pagrindinio žingsnioτ .

1 lentelėje yra pateikti vidutiniai skaiˇciai iteracij ↪u, kurias teko atlikti skaiˇciuojantsta-
bilizuojančios pataisosschemos sprendin↪i viename laiko sluoksnyje. Uždavinys spr↪estas
laiko intervale[0, 0.5], o N pažymėjome tinklo tašk↪u skaiči ↪u vienos koordinat˙es atžvil-
giu.

1 lentelė. Vidutinis iteracij↪u skaičius

τ N = 20 τ0 N = 40 τ0

0,1 15,8 0,005 26,2 0,002

0,05 14,35 0,006 26,5 0,002

0,025 12,85 0,007 24,3 0,0025
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5. Išvados

Išnagrinėjome du skaitinius algoritmus, skirtus parabolinio-elipsinio uždavinio sprendi-
mui. Apibendrinsime kiekvieno iš j↪u privalumus ir trūkumus. Pirmasis algoritmas kiek-
viename laiko sluoksnyje aproksimuoja vis↪a uždavin↪i neišreikštine Eulerio schema, tod˙el
tenka spr↪esti tiesini↪u lygči ↪u sistemas, atitinkanˇcias elipsinio uždavinio aproksimacij↪a vi-
soje apibrėžimo srityje. Tokius skaiˇciavimus atliekame net ir tada, kai uždavinys visoje
srityje yra parabolinio tipo. Darbe↪ivertintas gautosios tiesini↪u lygči ↪u sistemos spekt-
ras. Parodyta, kad maž˙ejant laiko žingsniuiτ , matricos s↪alygotumo skaiˇcius irgi mažėja,
todėl atitinkamai maž˙eja iteracij↪u skaičius. Algoritmo privalumas yra tas, kad baigtini↪u
skirtum↪u schema yra universali, jos savyb˙es suderintos su atitinkamomis diferenciali-
nio uždavinio savyb˙emis. Ši↪a schem↪a rekomenduotina naudoti tada, kai elipsinio užda-
vinio apibrėžimo sritis jau yra pakankamai didel˙e. Tada pagrindin↪e skačiavimo kašt↪u
dal↪i sudaro elipsinio uždavinio sprendimo kaštai. Realizuodami neišreikštin↪e Eulerio
schem↪a galime naudoti efektyvius iteracinius algoritmus ir parinkti specialius matricos
s ↪alygotumo skaiˇci ↪u mažinanˇcius modifikatorius.

Antrasis algoritmas sudarytas panaudojant skaidymo schem↪u privalumus. Tokios
schemos yra efektyviausios sprendžiant daugiamaˇcius parabolinio tipo uždavinius. Pa-
teikta stabilizuojanˇcios pataisos metodo modifikacija, pritaikyta parabolini↪u-elipsini↪u už-
davini ↪u sprendimui.↪Ivertintas naujo iteracinio algoritmo konvergavimo greitis. Teorinius
konvergavimo rezultatus iliustruoja skaiˇciavimo eksperimento rezultatai.
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Numerical algorithms for one parabolic-elliptic problem

Raim.Čiegis, Rem.̌Ciegis

In this paper we solve numerically a parabolic-elliptic problem. Two finite difference schemes
are proposed. The first scheme is a modification of the backward Euler algorithm and it requires
to solve an elliptic problem ateach time step. The spectral estimates of the obtained matrix are
presented. The second scheme is a modification of the stability-correction scheme. This scheme is
used as a classical splitting scheme in the parabolic region of the problem definition and as a new
iterative algorithm in the elliptic part of the problem. We prove the convergence of the proposed
scheme.


