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Voronoi diagramy tyrimas ir taikymas

Petras RUPSYS (LZUU)
el. pastas: rpetras @tech.lzua.lt

Ivadas

Daugelyje egzistuojanéiy situacijy biologijoje, ekologijoje, misky ukyje ir kitose mokslo
srityse turime baigtinj skaiiy objekty n, tam tikra tvarka i§sidésCiusiy plokStumoje R?
arba daugiamatéje erdvéje R™ (m > 2). Objekty padéties koordinaciy i8sidéstymas gali
biiti sistemingas arba nesistemingas. Nesistemingo tasSky iSsidéstymo plokStumoje pavyz-
dziu gali biiti medZiy i$sidéstymas medyne, pateiktas 1 b) pav.

Voronoi diagrama kiekvienam duotajam taskui p* (i = 1,2,...,n) apibréZia , teri-
torija*, kuri yra artimesné Siam taSkui, negu bet kuriam kitam duotajam taSkui. Voronoi
diagramy taikymo miSky dikio problemy tyrime pradininku reikia laikyti Brown [1]. Au-
torius kiekvienam medzZiui medyne apibréZia potencialia maitinimosi (egzistencijos) sriti
daugiakampio pavidalu. Voronoi diagramy tyrimo ir taikymo istoriné medziaga pateikta
Okabe, Boots, Sugihara monografijoje [2].

Toliau pateiksime algoritma Voronoi diagramos plokStumoje sudarymui, nagrinésime
jo efektyvuma ir taikysime ja tirdami saveika tarp individualiy medyno medzZiy.

Tyrimo medziaga ir metodai
Tarkime, kad plok$tumoje R? turime baigtinj skaiiu n tasku p* (i = 1,2,...,n)

(generatoriy). Atstuma tarp dviejy plokStumos taSky x,y pazymime taip: ||z — y|| =
V(1 —y1)? + (z2 — y2)?. Tarkime, kad generatoriy aibé P apibréZiama taip:

P:{p17p27--°7pnlpiER27 ie[nv In:{1a21-",n}’ pz#pja Z#]a ivjEIn}-

Kiekvienam duotajam taskui p* Voronoi daugiakampi V' (p*) apibréZiame taip:

V') ={pe R||lp—-p'l <llp—P'|| Vi#4, i,j€ L}

500 4 - - > - - - > - -

oo © o - - Ed
b :0 - : .:00 .. " - - > .
- * et *T o PY ce > o
e o L T - Py o o R - -
400 + . - - - - - - - - 400 LN - 5' - hd - oo *e -
- - -
. o Tl . - . T e .o - * e
- - - “~ - -
- -® ® e T o 3. - - -
300 4 - - - - - - - - - * 2z b L PN * - ¢ * . * hd bl
) 300-1 - ,.. - % o a8 '. . o - ® -
e %o - - - . - - -
- - @
* L - L4
9 * > - - ... - E 2 o o -
200 4 - - - - - - - - - 200 4 e o° hd * % o & -
] P 2 L e > S e [ Y - ® e
] - - e 2 e - .
e ® e - - ® LR ™ - *® PR -
s PR e - P DG RSN Pl
100 ¢ - - - - - - - - - 100 P 2 - - * & -
< - &> o P
- e [ 9% * o hd -
P - L d P - * o
e - hd - o - -
ogo - PS4 «* P - Vs oo 54
o . . . o - > Y. S L nete 7. - N
200 400 600 800 1C 200 400 600 800 1000

1 pav. Tasky iSsidéstymas plok§tumoje: a) sistemingas, b) nesistemingas.
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b)

2 pav. Voronoi diagramos: a) neidsigimusi, b) i§sigimusi.

Voronoi daugiakampio apibréZimui galima naudoti pusplokstumes H (p*, p’), biitent:

VY= (] H@.P)
€I \{i}
Hp ') ={pe R|lp—-pll<lp—-PIl Vi#4i i,jel.}.

Voronoi diagrama laikome aibe V' = {V(p!), V(p?), ..., V(p™)}, sudaryta i§ Voro-
noi daugiakampiy. Praktiniuose taikymuose tikslinga laikyti, kad generatoriai p* (i =
1,2,...,n) yra i$sidést¢ apréZtoje srityje S. Todel Voronoi daugiakampiu laikome
V(p*) NS, o Voronoi diagrama laikome aibe V N S. Voronoi diagrama vadiname i$-
sigimusia, jeigu i§ vienos virSiinés iSeina daugiau kaip trys briaunos. Voronoi diagrama
pateikta 2 a) paveiksle yra nei§sigimusi, o pateikta 2 b) — iSsigimusi.

Voronoi diagramos 18sigimimo salyga yra ekvivalentiSka salygai, jog egzistuoja nema-
Ziau kaip 4 generatoriai kurie gali bati sujungti apskritimu. Voronoi diagrama formuosime
palaipsniui jvesdami po viena nauja plokStumos taska (generatoriy). Voronoi diagramos
plokStumoje sudarymo algoritmg apibréZiame taip:

1 Zingsnis. Generatoriui p* Voronoi poligona apibréZiame tokiu staiakampiu:

( min Tx; min yk), ( max ZTj; min yk),
1<k<n 1<k<n 1<k<n 1<k<n

max ITg, max vy min T, max yg).
(1<k<n ’1<k<ny )’ (1<k<n ’1<k<ny )

2 Zingsnis. lvedame nauja generatoriy p’ ir tikriname kuriam i§ Voronoi daugiakampiy
V (p*) priklauso §is plok§tumos taskas. Per atkarpos, jungiandios taSkus p*, p?, vidurio
taska bréZiame statmeni. Sis statmuo kerta daugiakampio V (p*) briaunas dviejuose tas-
kuose. Daugiakampio V (p’) auginimo procesa tesiame kirtimosi su daugiakampio V' (p’)
briaunomis taSkuose. Procesas tesiamas iki lauzté uZsidarys.

3 Zingsnis. Jeigu j + 1 > n, tada Voronoi diagramos formavimas baigtas, prieSingu
atveju griZtame i 2 Zingsni.

Reikia pastebéti, kad Sis Voronoi daugiakampiy auginimo metodas reikalauja aritme-
tinius skai¢iavimus atlikti tiksliai be jokiy aritmetinio apvalinimo paklaidy. Tai pasiekti
MAPLE aplinkoje néra sudétinga [3], [4], nes generatoriy koordinates galima transfor-
muoti i sveikaskaitinius dydzZius.
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Algoritmo efektyvuma ivertinsime analizuodami sugaisto laiko T'(n) priklausomybe
nuo generatoriy skaiiaus n. Voronoi diagramos generatorius P simuliuojame Monte
Karlo metodu. Algoritmo efektyvumo eile v apibréZiame taip: egzistuoja konstanta C
tokia, kad

T(n) < Cn". (1)

Natiiralu tvirtinti, kad algoritmas yra efektyvesnis, kada eilé v yra maZesné. ISlogaritmave
(1), gauname tiesinés regresijos lygti

In7T <InC+ vlnn. (2)

Generatoriy simuliavimui Monte Karlo metodu naudojame skaiius n = 2%, k =
3,4,...,13. MaZiausiy kvadraty metodu gauname, kad algoritmo efektyvumo eilés ~
ivertinimas yra lygus 1,4243. Simuliuota eilés «y patikimuma uZtikrina reikSmingumo p
reikimé, kuri yra lygi 10~1%. SumaZine maksimaly generatoriy skaiciy n iki 2048, gau-
name, kad algoritmo efektyvumas padidéja iki eilés 1,358639. Vadinasi, pateikto Voro-
noi diagramos algoritmo efektyvumas didéja maZéjant generatoriy skaiCiui n. Algoritmo
realizavimo laiko priklausomybé nuo generatoriy skai€iaus n kartu su eksperimento duo-
menimis pavaizduota 3 pav. (abscisiy aSyje atidétas generatoriy skaicius n, o ordinaciy
aSyje — algoritmo realizavimo laikas sekundémis).

Toliau nagrinésime medyno medZiy pasiskirstyma pagal uZimama potencialig eg-
zistencijos sriti. Tyrimui naudosime fiksuoto medyno kiekvieno medzio koordinates
0,25 ha sklype. Medynas pakartotinai buvo stebétas 1983 m. (n = 482), 1988 m.
(n = 433), 1996 m. (n = 417). Pagal medzio koordinates kiekvienam medziui priski-
riame Voronoi daugiakampi, o medynui sudarome Voronoi diagrama. 31 mety amzZiaus
(n = 482) medyno Voronoi diagrama pateikta 4 pav.

Natiiralu laikyti, kad medzZio egzistencijos sritis yra Voronoi diagramos atitinkamas
daugiakampis, o srities dydis iSmatuojamas daugiakampio plotu s. Medyno medziy eg-
zistencijos srities dydzio (daugiakampio ploto) pasiskirstymo funkcijg apibréziame taip:

F(s) = #(8i S S), 3)

o i T S00 i 1000 1500 l 2000
(|

3 pav. Algoritmo realizavimo laiko priklausomybé nuo generatoriy skaiiaus n.
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4 pav. Medyno medZiy Voronoi diagrama.

Cia #(s; < s) yra Voronoi diagramos daugiakampiy skaiCius, kuriy plotai maZesni arba
lygiis s. Esant atsitiktinai pasiskirsCiusiai generatoriy aibei plokStumoje Voronoi diagra-
mos daugiakampiy ploty tikslus teorinis skirstinys néra Zinomas. Todeél atsitiktinés Vo-
ronoi diagramos daugiakampiy ploty pasiskirstymo funkcija simulivosime Monte Karlo
metodu. Atlieckame 19 eksperimentu, atsitiktinai simuliuvodadami n taSky generatoriy aibe
analogiSkoje plokStumos srityje. Kiekvieno Monte Karlo eksperimento Voronoi diagra-
mos daugiakampiy ploto pasiskirstymo funkcijas F;(s) (1 = 1,2,...,19) apskaiiuo-
jame formule (3). Papildomai ivedame tokias pasiskirstymo funkcijas [5]:

F(s) = QZF , FY(s) = max Fi(s), F%s)= min F;(s).

1<i<19 1<i<19

Tada turime, kad

P(F(s) > F*(s)) = P(F(s) < F*(s)) = 516

BréZiame kreive abscisiy aSyje atidedami F'(s), o ordinadiy asyje — F (s). Jeigu me-
dZiy medyne iSsidéstymas yra atsitiktinis, tada pavaizduota kreivé turi buti artima tiesei.
Papildomai nubréZiame dar dvi krieves ordinaCiy aSyje atidédami pasiskirstymo funkci-
jas F¥(s), F%(s). Sios dvi kreives fiksuoja pirmajai kreivei leistina zona. Kadangi 5 pav.
pavaizduota pirmoji kreivé nekerta apvalkala, todél galime tvirtinti, kad medyno medziy
iSsidéstymas yra atsitiktinis.

Saveika tarp atskiry medyno medZiy identifikuosime grafiniu biidu. 6 pav. pavaiz-
duota simuliuoty atsitiktiniy plokStumos tasky Voronoi daugiakampiy ploto pasiskirs-
tymo kreivés apvalkalas (n = 433 ir n = 417) kartu su medyno medZiy egzistencijos
ploto pasiskirstymo kreive F (s) uZdelsiant viena perioda (1983 m., 1988 m.). I§ 6 pav.
matome, kad medyno medziy egzistencijos ploto pasiskirstymo kreivé kerta jai simu-
liuotg apvalkala. Tai parodo, kad tarp medyno medZiy egzistuoja tarpusavio konkurencija
dél egzistencijos ploto padidinimo. Analizuodami 6 pav., galime daryti i§vada, kad 31
mety amZiaus medyno medZiy tarpusavio saveika iSnyksta, kai egzistencijos plotas vir-
Sija 2,1 m2.
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5 pav. Medziy egzistencijos ploto pasiskirstymo kreivé (iStisiné kreivé) ir 19 Monte
Kaiio eksperimenty simuliuotas apvalkalas (truki kreivé).
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Monte Karlo eksperimenty simuliuotas apvalkalas (triiki kreivé) 90 mety am-
Ziaus medynui (n = 214).
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Analysis and application of Voronoi diagram

P. Rupsys

In this paper an algorithm for constructing Voronoi diagram is given. Efficiency of the algorithm
is investigated by the Monte Carlo simulation method. The Voronoi diagram is applied in the field
of forestry.



