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Ivadas

Tegu E elipsiné kreivé virs racionaliyjy skaiciy
kiino duota Vejerstraso (Weierstrass) lygtimi

y=x*tax +b, a,bel.

Pazymékime A =—16(4a* +27b%) # 0 kreivés E diskri-
minantg. Tada kubinio trinario x* + ax + b Saknys yra
skirtingos ir kreivé E yra nesinguliarioji. Pavyzdziui,
nesinguliariosios elipsinés kreivés yra y* = x* — x ir
y? =x* + x; singuliariosios — y* = x* ir y* = x* + x%, 7r.
[9].

Kiekvienam pirminiam p pazymékime v(p) ly-
ginio

V*=x3+ax + b(mod p)

sprendiniy skai¢iy. Tegu A(p) =p — v(p), 0 s = 0 +
it — kompleksinis kintamasis. Tada elipsinés kreivés L
funkcija apibréziama Oilerio sandauga

gm:ﬂ@—%@)ﬂb—ﬂ@+}HI.

plA plA p

Remiantis Hasés (Hasse) jverciu

A(p)|<24p,

begaliné
konverguoja absoliuciai ir tolygiai pusploksStumés

sandauga, apibrézianti funkcijg  L,(s),

D= {s eC:0> %} kompaktiniuose poaibiuose ir
apibrézia analizine, nelygig nuliui funkcija. Sioje sri-

tyje funkcija L,(s) gali biti iSreikSta Dirichle eilute

Lp(s)= 2%
m=1
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¢ia A(m) yra multiplikatyvioji funkcija, o eiluté taip
pat absoliuciai konverguoja srityje D.

Funkcijos L,(s) analizinis pratgsimas glaudZiai
susijes su tam tikry moduliniy formy L funkcijomis.
Funkcijos L (s) analizinés savybés sutampa su svorio
2 naujyjy formy L funkcijy savybémis:

1 savybé. Funkcija L (s) analiziSkai pratgsiama
i visg kompleksine plokstumg (yra sveikoji funkcija)
ir tenkina funkcing lygtj

[ﬁJ T(s) L, () = n(zﬁJ FQ2-$)L,(2-s),
T

2z

¢ia g — teigiamas sveikasis skaicius, sudarytas i$ de-
terminanto A pirminiy daugikliy, 7=%1, 0 I'(s)yra
Oilerio gama funkcija.

2 savybé. Furje eilute

F(z)= iz(m)ez’”mz
m=1
yra svorio 2 naujoji forma kurio nors Hekeés pogrupio
I,(q) atzvilgiu.

Pirmieji Sias savybes, kurios ilgg laikg buvo
zinomos kaip hipotezés, jrodé R. Teiloras (Taylor) ir
A. Vailsas (Wiles) [7] pusiau stabilioms elipsinéms
kreivéms. C. Brioilis (Breuil), B. Konradas (Conrad),
F. Daimondas (Diamond) ir R. Teiloras [2] visiskai
jrodé hipotezes 2001 m.

Kaip ir dauguma klasikiniy dzeta ir L funkcijy,
taip ir miisy nagrin¢jama elipsiniy kreiviy L funkcija,
yra universali Voronino prasme. Liniko-Ibragimovo
hipotezé sako, kad visos funkcijos, tam tikroje pus-
plokstuméje apibréztos Dirichlé eilute, analiziskai

pratesiamos ] kair¢ nuo absoliutaus konvergavimo
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pusplokstumes ir tenkinancios tam tikras didéjimo sg-
lygas, yra universalios Voronino prasme.

Pazymékime meas {4} maciosios aibés 4 R
Lebego matg. Kai 7' >0, tegul

vi()= %meas{z’e[O,T] :...},

C¢ia vietoj daugtaskio jraSomos salygos, kurias tenki-
na 7. Tegul C Zymi kompleksing ploks§tuma, o sritis

D= {s eC:l<o< %} . Pirmaja universalumo teo-

remg elipsiniy kreiviy L funkcijai jrodé A. Laurinci-
kas ir V. Garbaliauskiené.

A teorema [4]. Tarkime, kad E yra nesingu-
liarioji elipsiné kreive virs racionaliyjy skaiciy kiino
Q. Tegul K yra juostos D kompaktinis poaibis su jun-
givoju papildiniu, o f(s) yra tolydi nelygi nuliui
funkcija poaibyje K, kuri yra analiziné K viduje. Tada
kiekvienam ¢ >0

lirTninf Vr (sup|LE (s+it)— f(s)| < 5) > 0.
—®© sekK

Pastaroji teorema rodo, kad egzistuoja be galo
daug postimiy L, (s +i7), kurie aproksimuoja duota-
ja analizing funkcija f'(s). Aibé tokiy 7 turi teigiamg
apatinj tankj, taciau néra zinoma né viena konkreti =
reikSmé. Todél $i teorema néra efektyvi.

2006 m. jrodytas elipsiniy kreiviy L funkcijy
iSvestinés tolydusis universalumas.

B teorema ([6]). Tarkime, kad E yra nesingu-
liarioji elipsiné kreivé virs racionaliyjy skaiciy kiino
Q. Tegul K yra juostos D kompaktinis poaibis su jun-
giuoju papildiniu, o f(s) yra tolydi funkcija poaibyje
K, kuri yra analiziné K viduje. Tada kiekvienam ¢ >0

liminfv, (sup|L’E (s+ir)— f(s)| < 8) >0.
T>e sek

Sioje teoremoje, skirtingai negu A teoremoje, funkcija
f(s) gali buti lygi nuliui.

Suformuluotos universalumo teoremos yra to-
lydaus tipo: postimio menamoji dalis z kinta toly-
dziai intervale [0, 7]. Be $io tipo teoremy egzistuoja
universalumo teoremy diskretusis atvejis. Pirmieji
Rymano dzeta funkcijos diskretyji universaluma na-
gringjo S. Voroninas (Voronin) (1979) ir B. Bagci
(Bagchi) (1981). Diskreciojo universalumo atveju
postimio menamoji dalis jgyja reikSmes i§ diskre-
Ciosios aibés, pavyzdziui, i§ aritmetinés progresijos.
Tegu N e N ir
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1
L)=——H#H0<m<N:..
()= 0<m 13

¢ia vietoj daugtaskiy jraSomos sglygos, kurias tenkina
m,o h>0 yra fiksuotas skai¢ius. Tarkime, kad skai-

Cius & yra pasirenkamas taip, kad exp{%} biity ira-

cionalusis skaiCius visiems k € Z\{0}. Pavyzdziui,
h=rx arba h=2x, nes pagal Ermito-Lindemano
(Hermite-Lindemann) teoremg, e?yra iracionalusis,
kai g = 0— algebrinis skaicius.

Elipsiniy kreiviy L funkcijy diskretyjj univer-
salumg jrodé V. Garbaliauskiené ir A. Laurincikas
2005 metais.

C teorema ([5]). Tarkime, kad exp{%} yra

iracionalusis skaicius visiems k € Z\{0} . Tegu K yra
Jjuostos D kompaktinis poaibis su jungiuoju papildi-
niu, o f(s) yra tolydi nelygi nuliui funkcija poaibyje
K, kuri yra analiziné K viduje. Tada kiekvienam ¢ >0

lirgl inf ,uN(sup|LE (s +imh)— f(s)| < 5) >0.
- seK

Sioje teoremoje matome, jog aibé { m: m =0, 1, ...}
yra tokia, kad postiimiai L, (s+imh) aproksimuoja
duotaja analizing funkcija, yra pakankamai gausi: turi
teigiamg apatinj tankj.

Tikslas — jrodyti elipsiniy kreiviy L funkcijy is-
vestinés diskretyjj universaluma.

1 teorema. Tarkime, kad exp{%} yra iracio-

nalusis skaicius visiems k € Z\{0} . Tegu K yra juos-
tos D kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu, o
f(s) yra tolydi nelygi nuliui funkcija poaibyje K, kuri
yra analiziné K viduje. Tada kiekvienam ¢ >0

liminf ,uN(sup|L'E (s +imh)— f(s)| < gj >0.
- sekK

Teoremos jrodymas remiasi diskrecigja ribine
teorema tikimybiniy maty silpnojo konvergavimo
prasme analiziniy funkcijy erdvéje, eiluciy reikSmiy
aibiy tankiu (tirStumu) analiziniy funkcijy erdvéje ir
Mergeliano (Mergelyan) teorema.

Diskrecioji ribiné teorema funkcijai L', (s)

Pazymékime H(D) analiziniy srityje D funkcijy
erdve su tolygaus konvergavimo kompaktuose topo-
logija, B(S) — metrinés erdvés S Borelio (Borel) aibiy
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klasg. Tegu y ={seC:|s|=1} yra vienetinis apskri-
timas kompleksingje plokstumoje C. Apibrézkime
begaliniamat;j tora

Q:H}/p’
P

¢ia y, =y kiekvienam pirminiam p. Remiantis Ti-
chonovo (Tichonov) teorema, su sandaugos topo-
logija ir pataskine daugyba begaliniamatis toras €
yra kompaktiné tolopoginé Abelio (Abel) grupé. To-
dél erdvéje (Q,TB(Q)) egzistuoja tikimybinis Haro
(Haar) matas m,, . Taip gauname tikimybin¢ erdve
(Q,fB(Q), mH). Pazymékime @(p) elemento w e
projekcijg koordinatingje erdveje y . Cia {a)( p)} yra
nepriklausomy atsitiktiniy dydziy, apibrézty tikimy-
bingje erdvéje (Q, B(Q),m,, ), seka.

Tegul D:{seC:1<a<%} yra juosta

kompleksinéje plokStumoje. Tikimybinéje erdvéje
(Q, B(Q),m,, ) apibréziame H (D) — reikSmj atsitiktinj
elementg L, (s, ) formule

2s5-1

L ()= H( ﬂ(p)w(p)y(p)j

plA p
) H(l ) A(p)?(p)]l
plA p

| — Z[l(p)w(p) logp 20’ (p)logpj_1

s 2s-1
p p

plA

{1 Ap)p) , co(p)}
ps p2s1

-y ﬂ(p)w(i?) log p

plA p

(1 . ﬂ(p)w(p)}”
pS

Aptarsime tikimybinio mato
def
Py(4)= p1, (L', (s +imh) € 4), AeB(H(D))

silpnajj konvergavima.
. 27k oo
2 teorema. Tarkime, kad exp e yra iracio-

nalusis skaicius visiems k € Z\{0} . Tada tikimybinis
matas P, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento
L', (S,a)) skirstinj, kai N — 0.
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Irodymas. Apibrézkime tikimybinj matg
0,(4)= g1 (L, (s +imh) € 4), A € B(H(D)).
V. Garbaliauskiené ir A. Laurinéikas [4] jrodé, kad

tikimybinis matas Q, silpnai konverguoja i H(D) —
reikSmio atsitiktinio elemento

2s5-1

L (s.0) = H( Apa(p) w(p)] y

plA p p
-1
H(l ) ﬂ(p)w(p)}
plA p
skirstinj 0> kai N —oo. Tolydzioji funkcija

u: H(D)— H(D)apibréziama formule
u(g(s))=¢'(s), g(s)e H(D)

Mato Q, silpnasis konvergavimas ir 5.1 teorema i$
[1] rodo, kad tikimybinis matas P, silpnai konver-
guoja i Q, u ' kai N —>oo. Kadangi O, u™' yra
atsitiktinio elemento L', (s,a)) skirstinys, teorema
jrodyta.

Atsitiktinio elemento L', (s,a)) atrama

Erdvé H(D) yra separabili. Todél atsitiktinio ele-

mento L', (s,a)) skirstinio P, atrama yra minimali
E

uzdara aibé S, gH(D) tokia, kad P, (S j:l.

Skirstinio P atramq vadiname atsitiktinio elemento
L ( ) atrama

Norédami jrodyti pagrinding teoremg, turime
Zinoti mato £}, atramg. Pirmiausia apibrézkime atsi-
tiktinio elemento L, (s, a)) atrama. Tegul

S={geH(D): g(s)#0 arba g(s)=0}.
3 lema. Atsitiktinio elemento L, (S, a)) atrama
yra aibé S.

Lemos jrodyma galima rasti V. Garbaliauskie-
nés ir A. Laurin¢iko darbe [4], 5 lema.

Pateiksime erdvés H(D) metrikos su tolygaus
konvergavimo kompaktuose topologija apibrézima.
Yra zinoma [3], kad juostos D kompaktiniuose poai-
biuose egzistuoja seka {Km : meN}, tokia, kad

p=Jx, .

m=1
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K, cKk meN, ir kiekvienam juostos D kom-

m+12
paktui K egzistuoja m, su kuriuvo K < K, . Tegul
g,8,€H (D) , tada erdveés H(D) metrika su tolygaus
konvergavimo kompaktuose topologija apibréziama

formule

—m pm(gl5g2) ,
1+p,(g.8,)

ple.g.)=2

m=1

ia p, (1) = sup| &, ()= 2:(5)]-

Pateiksime Mergeliano teorema apie analiziniy
funkcijy aproksimavima daugianariais [8].

4 lema (Mergeliano teorema). Tarkime, kad
K kompleksinés plokstumos kompaktiné aibé turinti
Jjungyji papildinj, o funkcija g(s) yra tolydi aibéje K ir
analiziné jos viduje. Tuomet su kiekvienu & >0 egzis-
tuoja toks daugianaris p(s), kad

sup lg(s)—p(s)<e

5 teorema. Atsitiktinio elemento L', (S,a))

atrama yra erdveé H(D).
Irodymas. Tegu funkcija u:S — H(D), api-

brézta formule

u(g(s))=g'(s), g(s) € S.

IS Kosi integralinés formulés gauname, kad funkcija
u yra tolydi. Todél kiekvienai atvirai aibei G < H (D)
aibé u”'G yra erdvés S atviras poaibis. Parodykime,
kad u'G néra tui¢ia aibé. Tegul g eu™'G. Remda-
miesi funkcijos u apibrézimu, gauname, kad u(g) eqG.

Tegu K yra juostos D kompaktinis poaibis su
jungiuoju papildiniu. Pagal 4 lema, kompakto K vi-
duje egzistuoja daugianaris p(s), kuris nurodytu tiks-
lumu tolygiai aproksimuoja funkcija u(g(s)). Taigi,
p(s)e G. Gauname, kad srityje D egzistuoja daugia-
naris ¢g(s) € u"(p(s), be to, g(s)#0 . Tai parodo, kad
aibé u'G yra netuicia.

1 teoremos jrodymas

Remiantis 2 teorema, tikimybinis matas P,
silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento L', (s,a))
skirstinj P, o kai N — oo. Vadinasi, remdamiesi 2.1
teorema i$ [ 1], gauname, kad visoms atviroms aibéms
Ac H(D),

liminf P, (4)2 £, (4) (1)
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Pagal 4 lemos tvirtinima, egzistuoja daugianaris p(s)
toks, kad

sup| f(s) = p(s)|< 3. @

seK

Tegul G yra erdvés H(D) atvira aibe, apibrézta for-
mule
&
G= {g e H(D): sup|g(s) = /()I< 5}.
Kadangi mato P,
geH (D), tokiy, kad kiekvienai g aplinkai G teisinga

atrama, sudaryta i§ visy

nelygybe P, (G)> 0, ir pagal 5 teoremos tvirtinimg
E
p(s)€S, , gauname, kad P, (G)>0. Todél i3 (1)
LE E
nelygybés gauname, kad

lirglinf ,uN(sup|L'E (s +imh)— f(s)| < %) >0. (3)
- sek

Nelygybé (2) reiskia, kad
{0 <m<N: sup|L'E (s +imh) —f(s)| < 5}
sekK

D {0 <m<N: fg{p|L'E (s +imh)— p(s)| < %}
Sios nelygybeés kartu su (3) formule parodo, kad
lirgljilf My (iEE‘L'E (s +imh) —f(s)‘ < ej >0.
Teorema jrodyta.

ISvados

1. Elipsiniy kreiviy L funkcijy analizinés savybés
sutampa su svorio 2 naujyjy formy L funkcijy sa-
vybémis.

2. Funkcijai L', (s) galioja diskrecioji ribiné teo-
rema tikimybiniy maty silpnojo konvergavimo
prasme analiziniy funkcijy erdvéje, kuria remiasi
universalumo jrodymas.

3. Elipsiniy kreiviy L funkcijy iSvestinei galioja dis-
kreciojo universalumo nelygybé.
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Summary

DISCRETE UNIVERSALITY OF THE DERIVATIVES OF L-FUNCTIONS
OF ELLIPTIC CURVES

Daina Baravykiené, Antanas Garbaliauskas, Virginija Garbaliauskiené

In the paper, we prove the discrete universality theorem in the sense of the weak convergence of probability measures
in the space of analytic functions for the derivatives of L-functions of elliptic curves. We consider an approximation of
analytic functions by translations L, (s + imh), where h > 0 is a fixed number, the translations of the imaginary part of the
complex variable take values from some discrete set such as arithmetical progression. We suppose that the number 4 > 0 is
chosen so that exp{2nk/h } is an irrational number for all k£ € Z\{0} . The proof of discrete universality of the derivatives
of L-functions of elliptic curves is based on a limit theorem in the sense of weak convergence of probability measures in the
space of analytic functions.

Keywords: elliptic curve, L-function of elliptic curves, limit theorem, discrete universality.

Santrauka
ELIPSINIU KREIVIU L FUNKCIJU ISVESTINES DISKRETUSIS UNIVERSALUMAS

Daina Baravykiené, Antanas Garbaliauskas, Virginija Garbaliauskiené

Straipsnyje jrodyta elipsiniy kreiviy L funkcijy iSvestinés diskre¢iojo universalumo teorema silpnojo tikimybiniy
maty konvergavimo prasme analiziniy funkcijy erdvéje. Nagrin¢jamas analizinés funkcijos aproksimavimas postlimiais
L*, (s + imh), ¢ia kompleksinio kintamojo menamosios dalies postiimiai jgyja reikSmes i§ diskreciosios aibés, pavyzdZiui,
aritmetinés progresijos. Fiksuotas skaicius # > 0 pasirenkamas taip, kad exp{2nk/h} bty iracionalusis skaifius visiems
k € Z\{0} . Elipsiniy kreiviy L funkcijy iSvestinés diskre¢iojo universalumo jrodymas remiasi diskrecigja ribine teorema
tikimybiniy maty silpnojo konvergavimo prasme analiziniy funkcijy erdvéje.

Prasminiai ZodZiai: elipsiné kreive, elipsiniy kreiviy L funkcija, ribiné teorema, diskretusis universalumas.
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