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Ivadas

Daugelis statistiniy i§vady remiasi prielaida,
kad stebimas atsitiktinis dydis turi normalyjj skirsti-
nj — tai vienas placiausiai naudojamy matematingje
statistikoje skirstiniy. Taciau nustatyta, kad finansi-
niai duomenys daznai yra leptokurtotiniai ir pasizy-
mi iSskirtimis, tad ekonominiy rodikliy analizei taip
daznai taikomas normalusis désnis néra pats geriau-
sias variantas, tod¢l siiloma jj keisti bendresniais, pa-
vyzdziui, stabiliaisiais modeliais (Rachev ir Mittnik,
2000; Kabasinskas ir kt., 2012; Sakalauskas ir kt.,
2013). Skirstiniy, susijusiy su a-stabiliaisiais, tyrimai
Siuo metu yra ypac aktuallis, nes jie daznai pasitaiko
analizuojant verslo ir finansy duomenis ar informaci-
nius srautus kompiuteriy tinkluose. Kadangi Rache-
vo ir Mittniko (2000), KabaSinsko ir kt. (2012) bei
Sakalausko ir kt. (2013) darbuose a-stabiliojo désnio
parametry vertinimas yra istirtas tik vienmaciu atve-
ju, praktikoje iskilo problema, kaip vertinti daugiama-
¢ius duomenis. Nors problema tiriama ir nagring¢jama
jau kelis deSimtmecius, taciau iki galo ji dar neiSsem-
ta (Press, 1972; Davydov ir Paulauskas, 1999; Nolan,
1998; Kring ir kt., 2009; Ogata, 2013). Siame darbe
sudarytas didziausio tikétinumo metodas daugiama-
¢io a-stabiliojo désnio parametry jvertiniams gauti
pritaikius EM algoritma.

Vienmaciu atveju yra zinoma, kad
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s — stabilusis atsitiktinis dydis, kurio asimetri-
jos parametras = 1, o formos parametras o < 1;

s, — kitas stabilusis atsitiktinis dydis su nuliniu
vidurkiu, nepriklausomas nuo s, kurio asimetrijos pa-
rametras = 0, o formos parametras a.;
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s — stabilusis atsitiktinis dydis, kurio asi-
metrijos parametras f = 0, o formos parametras
a = o, a, (Rachev ir Mittnik, 1993; Samorodnitsky ir
Taqqu, 1994; Ravishanker ir Qiou, 1999).

Taikant §j buda paprastai parenkama, kad s,
buty atsitiktinis dydis, pasiskirstes pagal normalyjj

désnj, t.y. o, = % ir o, = 2. Atsitiktinis stabilusis dy-

dis, kai a <1, 0 f= 1, yra vadinamas subordinatoriu-
mi ir jis visada jgyja tik teigiamas reik§mes (Rachev ir
Mittnik, 1993; Ravishanker ir Qiou, 1999). Pritaikius
§i metoda daugiamaciu atveju gaunamas su priklauso-
momis komponentémis atsitiktinis vektorius, kuriuo
galima modeliuoti duomenis su didelémis iSskiréiy
tikimybeémis (Nolan, 2007; Sakalauskas ir Vaiciulyte,
2014).

Taikant §j metodg galima gauti daugiamatj sta-
bilyjj simetrinj vektoriy (Rachev ir Mittnik, 1993; Ra-
vishanker ir Qiou, 1999):

X =p+fs -s,, 2)

cia

s, — subordinatorius su parametru a,

s, — atsitiktinis vektorius, pasiskirstgs pagal
normalyji désnj N(0,Q),
u — atsitiktinis vidurkio vektorius.

Didziausio tikétinumo metodu gaunami jvertiniai

Tegu X = (X', X%..., X¥) yra nepriklausomy
d-maéiy stabiliyjy vektoriy imtis. Sios imties tikéti-
numo funkcija uzraSoma taip (Ravishanker ir Qiou,
1999):

p) Q- p)

54

e,
. s U, )], 3)



FIZINIAI MOKSLAI

¢ia

U.(v)= - - : )

Ivedus keitinj
2 =l UL (), )

logaritmin¢ tikétinumo funkcija yra:
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Norint rasti daugiamacio o-stabiliojo désnio parametry u, Q jvercius didziausio tikétinumo metodu, reikia
iSspresti Sig lygciy sistema:

aL(X,y,Q) _ af( X' u,Q ) 1 0
du 2 du L we)

(X, u,Q) <& af(X", y,Q)_ 1 0 @)
R _Z 9Q fwe)

Pagal fiksuoto tasko metoda parametry jverciai gaunami i$ lygciy:

iXi "8
=
Q:%-Z(Xi_ﬂx)f(;_ﬂ) 8i )
Cia
. 2
g(X’ﬂ’Q)={_1(UaZ(iyi)) ‘ B(X V2, 0, Q ) exp{— z}dydz (10)
f(X,/ft,fz) E_IB(X V,z, (1, )exp{— }dydz (11)
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Integralai, jeinantys j jvertiniy israiSkas, dar-
be apskai¢iuojami pasinaudojus Gauso ir Lagero bei
Gauso kvadratiirinémis formulémis (Ehrich, 2002;
Stoer ir Bulirsch, 2002; Kovvali, 2012; Casio Com-
puter co., 2015):

o

fx"‘e"‘f(x)dx = gwif(xi )’
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(13)

Cia flx)) — integruojama funkcija, n, m — mazgy skai-
Cius, x, y, — integravimo mazgai, @, &, — fiksuoti svo-
riai.

Kompiuterinis modeliavimas

Parametry didziausio tikétinumo jvertiniy ap-
skaiCiavimas, sprendziant skaitiniais metodais, yra
iteracinis procesas, kuriam reikia parinkti pradines
jvertiniy reikSmes ir atlikti tam tikrg iteracijy kiekj,
kol gretimy iteracijy jverciai pradés skirtis pakanka-

mai mazai. Tiriant algoritmo elgseng buvo atlikti eks-
perimentai su parinktais pradiniais duomenimis:
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Norint palyginti kelis integraly tikétinumo
funkcijos iSraiSkoje (10), (11) apskaiiavimo meto-
dus, buvo sugeneruota imtis su K = 50 a-stabiliojo
désnio reikSmiy ir atlikti skai¢iavimai pagal aprasyta
metodg trimis variantais, t. y.:

I variantas — kai (10), (11) integralai skai¢iuo-
jami pasinaudojus matematine MathCad integraly ap-
skaiciavimo programa;

II variantas — kai integralai skai¢iuojami pa-
sinaudojus MathCad programa bei Gauso ir Lagero
kvadratiirinémis formulémis;

III variantas — kai integralai skai¢iuojami pasi-
naudojus Gauso bei Gauso ir Lagero kvadrattirinémis
formulémis.

1 lenteléje pateikti gauti a-stabiliojo désnio pa-
rametry jverciai ir kiekvieno algoritmo skai¢iavimo
trukmés palyginimas.

(14)

1 lentelé. a-stabiliojo désnio parametry skaic¢iavimo algoritmy trukmés palyginimas

Variantas u, 7R Q, Q, Q, T}l;é:lillgr:o Trukmé
I -4,142 3,541 3,045 -0,797 6,343 176,333 6 val. 10 min.
I -4,150 3,546 3,060 -0,800 6,408 176,336 27 min.
111 -4,150 3,546 3,060 -0,800 6,408 176,336 8 min.

Atlikus Siuos skaifiavimo eksperimentus nu-
spresta pasirinkti tre¢ig skaiciavimo varianta, nes pa-
klaida yra priimtina (tikétinumo funkcijos paklaida
yra SeStame zenkle), o skaiiavimo trukmé trumpiau-
sia.

Zinoma, kad didziausio tikétinumo metodu
gauti stabiliojo désnio jverciai asimptotiskai yra pa-
siskirste pagal normalyjj désnj (DuMouchel, 1973).
Tokiu budu Siems jver¢iams tirti Monte Karlo metodu
pakanka sugeneruoti M = 100 im¢iy. Kiekviena im-
tis sudaryta i§ K = 100 a-stabiliojo désnio reikSmiy.
Pasinaudojus (12) ir (13) kvadratirinémis formulémis
apskaiciuoti (10) ir (11) integralai. Pritaikius Math-
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Cad minimizavimo paprogram¢ buvo rasti nagrinéja-
mo modelio didziausio tikétinumo jverciai kiekvienai
imciai. Po to buvo atlikta po 20 iteracijy sukurtuoju
metodu su pradinémis reikSmémis (14) ir gauti keli
grafikai (zr. 1 pav.), kuriuose parametry jverciai pa-
vaizduoti iStisine linija, taskiukais — optimali reikSme,
0 95 proc. pasikliautinasis intervalas, apskaiciuotas
pasinaudojus normaline aproksimacija, — punktyriné-
mis linijomis. 1 pav. matome, kad tikétinumo funkci-
jos reik§me ir parametry jverciai jau po keliy iteracijy
konverguoja j vertes, apskai¢iuotas su MathCad mini-
mizavimo paprograme.
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Tikétinumo funkcija
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ISvados

1. Darbe sudarytas daugiamacio a-stabiliojo désnio
didziausio tikétinumo metodas, leidziantis jver-
tinti Sio skirstinio parametrus, pasinaudojant EM
algoritmu.

2. Skaitinio modeliavimo metodu gauti o-stabi-
liojo désnio parametry jvertiniai yra statistiSkai
adekvatis, kadangi tikétinumo funkcijos reikSmeé
ir parametry jverciai po keliy iteracijy konverguo-
ja i didziausio tikétinumo vertes.

3. Sudarytas metodas gali buti taikomas atlickant
akcijy rinky duomeny analize, sudarant finansi-
nius modelius.
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Summary

MAXIMUM LIKELIHOOD METHOD FOR THE ESTIMATION
OF MULTIVARIATE ALPHA-STABLE DISTRIBUTION

L. Sakalauskas, 1. Vaiciulyté

Research of alpha-stable distributions is especially important nowadays because they often occur in the analysis of
financial data and information flows along computer networks. It has been found that financial data are often leptokurtic
with heavy-tailed dsitributions; many authors, e.g., Rachev, Mittnik (2000), KabaSinskas et al. (2012), Sakalauskas et al.
(2013) have proved that the most often used normal distribution is not the most suitable way to analyse economic indicators
and suggested to replace it with more general, for example stable distributions. Since Rachev, Mittnik (2000), Kabasinskas
et al. (2012), Sakalauskas et al. (2013) have estimated one-dimensional alpha-stable distributions a problem arises how
to estimate multidimensional data. Although the problem has been investigated and analyzed for several decades it has
not been solved yet (Press, 1972; Davydov, Paulauskas, 1999; Nolan, 1998; Kring ef al. 2009; Ogata, 2013). Maximum
likelihood method for the estimation of multivariate alpha-stable distributions by using the EM algorithm is presented in this
work. Integrals included in the expressions of the estimates have been calculated using the Gaussian and Legendre-Gauss
quadrature formulas. The constructed model can be used in stock market data analysis.

Keywords: maximum likelihood method, alpha-stable distribution, Monte Carlo method, statistical modeling.

Santrauka

DAUGIAMACIO a-STABILIOJO DESNIO PARAMETRU VERTINIMAS
DIDZIAUSIO TIKETINUMO METODU

L. Sakalauskas, 1. Vaiciulyté

Skirstiniy, susijusiy su a-stabiliaisiais, tyrimai Siuo metu yra ypac aktualis, nes jie daznai pasitaiko analizuojant verslo ir
finansy duomenis ar informacinius srautus kompiuteriy tinkluose. Nustatyta, kad finansiniai duomenys daznai yra leptokur-
totiniai ir pasizymi iSskirtimis, tad daugelis autoriy (Rachev ir Mittnik, 2000; KabaSinskas ir kt., 2012; Sakalauskas ir kt.,
2013) parod¢, jog daznai taikomas normalusis skirstinys néra pats geriausias variantas ekonominiy rodikliy analizei atlikti,
todél sidiloma jj keisti bendresniais, pavyzdziui, stabiliaisiais, modeliais. Kadangi Rachevo ir Mittniko (2000), KabaSinsko
ir kt. (2012) bei Sakalausko ir kt. (2013) darbuose a-stabiliojo désnio parametry vertinimas yra istirtas tik vienmaciu atveju,
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praktikoje iskilo problema, kaip vertinti daugiamacius duomenis. Nors problema tiriama ir nagrin¢jama jau kelis deSimtme-
Cius, taciau iki galo ji dar nei§semta (Press, 1972; Davydov ir Paulauskas, 1999; Nolan, 1998; Kring ir kt., 2009; Ogata,
2013). Siame darbe sudarytas didziausio tikétinumo metodas daugiamagio a-stabiliojo désnio parametry jvertiniams gauti
pritaikius EM algoritma. Integralai, jeinantys ] jvertiniy iSraiskas, apskai¢iuojami pasinaudojus Gauso bei Gauso ir Lagero
kvadrattirinémis formulémis. Sukonstruotas modelis gali biiti taikomas akcijy rinky duomeny analizei atlikti.

Prasminiai Zodziai: didziausio tikétinumo metodas, a-stabilusis skirstinys, Monte Karlo metodas, statistinis modelia-
vimas.
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