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Ivadas

Dviejy arba keliy etapy stochastinio tiesinio
programavimo (STP) uzdaviniai yra klasikinio tie-
sinio programavimo apibendrinimas, kai uzdavinio
parametrai yra atsitiktiniai kintamieji. Siame darbe
nagrinéjamas dviejy etapy STP uzdavinys, kai antro
etapo kintamieji priklauso nuo atsitiktinio parametro.
Modeliuojant atsitiktinj procesa, generuojami atsitik-
tiniai scenarijai pagal normalyjj (Gauso) désnj. Spren-
dziant §j uzdavinj, naudojamas modifikuotas L pavi-
dalo (L-shaped) algoritmas. Norint pasiekti tikslesnj
rezultatg, optimizavimo proceso metu generuojamy
scenarijy skaiCius turi buti pakankamai didelis. Kai
uzdavinio kintamyjy skaicius yra didelis, optimizavi-
mas uzima daug laiko ir sunaudoja daug resursy. Sie-
kiant sumazinti optimizavimo proceso iteracijy skai-
¢iy, naudojamy resursy kiekj ir optimalaus sprendinio
gavimo skaiciavimo laika, darbe nagrinéjamas sce-
narijy agregavimo metodas, pritaikytas sprendziant
dviejy etapy STP uzdavini.

Dviejy etapuy STP uzdavinys

Planavimo uzdaviniuose daZniausiai nejma-
noma tiksliai jvertinti atskiry sprendiniy realizavimo
faktoriy. Siais atvejais gautus sprendinius reikia kore-
guoti jy realizavimo metu. Dviejy etapy stochastinio
programavimo uzdavinys leidzia jvertinti neapibréz-
tuma ir gauti sprendinius, kuriy korekcija reikalauty
minimaliy islaidy [1-4].

Formuluojant dviejy etapy STP uzdavinj, pir-
mo etapo kintamyjy vektorius yra pazymeétas x. Jis yra
randamas anksciau, nei suzinoma konkreti atsitiktinio
parametro reikSme. Véliau, atsizvelgiant | atsitiktinio
vektoriaus ¢ realizacija, antro etapo sprendinys y yra
koreguojamas [1].

Dviejy etapy STP uzdavinys gali biiti formu-
luojamas taip:

F(x)= min [¢" x+E(f(x.8)], (1)
XED,CR!"

kai leistinyjy reikSmiy sritis:

D]={x‘A-x=b,x€Rfl}, (2)
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kur:

O(x.&)=min{g" -y W y+T-x=h yER’|.(3)

nl — pirmo etapo kintamyjy skaicius,
ml — pirmo etapo ribojimy skaicius,
n2 — antro etapo kintamyjy skaicius,
m2 — antro etapo ribojimy skaicius,

c/nl] — tikslo funkcijos koeficienty prie pirmo etapo
kintamyjy vektorius,

b/mli] — pirmo etapo ribojimy desiniyjy pusiy vekto-
rius,

q[n2] — tikslo funkcijos koeficienty prie antro etapo
kintamyjy vektorius,

h/m2] — antro etapo ribojimy deSiniyjy pusiy vekto-
rius,

A[mlxnl] — pirmo etapo ribojimy koeficienty matri-
ca,

T/m2xnl] — antro etapo ribojimy koeficienty prie pir-
mo etapo kintamyjy matrica,

W[m2 %xn2] — antro etapo ribojimy koeficienty prie an-
tro etapo kintamyjy matrica.

Tarkime, kad leistinumo sritis D, yra netusCia ir
aprézta. Vektorius £ yra atsitiktinis. Taip pat tarkime,
kad antro etapo uzdavinio (3) sprendinys ir funkcijos
O reikSmes beveik tikrai egzistuoja ir yra apréztos.

Kai atsitiktinis parametras ¢ yra apibréztas dis-
kreciuoju skirstiniu, kur p, j = 1,... N Zymi kiekvieno
scenarijaus tikimybes, N yra scenarijy skaicius, gali-
ma uzrasyti deterministinj formuluotés ekvivalenta:

N
. T T j
minc' x+ Y p.-q "y, 4
kai
A-x=>b,
T'.X+W'yj=hj, (5)

x=0, ijO, j=1L...,N,

kuris susieina j tiesinio programavimo blokinj uzdavi-
nj:
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A-x

T-x +W-y'

T-x +W -y

T-x

x=0,y'=0, y* =0, ..., y" =0.

Sprendziant anksCiau apraSyta dviejy eta-
pu STP uzdavinj, buvo naudojamas modifikuotas
L pavidalo (L-shaped) algoritmas. Scenarijai buvo
generuojami pagal normalyjj désnj N (u, o), kur u_
yra aritmetinis vidurkis, o ¢, — vidutinis kvadratinis
nuokrypis (standartinis nuokrypis).

Modifikuotas dvieju etapu tiesinio stochastinio
uzdavinio L pavidalo (L-shaped) dekompozicijos
algoritmas

Algoritmas yra iteracinis ir susideda i§ ke-
liy etapy. Iteracijos kartojamos tol, kol pasiekiamas
reikiamas tikslumas. Algoritmo pagrindg sudaro
J. R. Bierge aprasytas dekompozicijos metodas [1].

Prie§ pirmajg iteracijg priskiriamos pradinés
reikSmeés: » = s = v = 0, kur r — leistinumo ribojimy
skaiCius, s — optimalumo ribojimy skaicius, v — itera-
cijos numeris. Toliau apraSyti visi algoritmo zingsniai.

minc'x+q' y-ulAx=b, Tx + Wy =h, x=0, y, 20,

kur koeficientas u yra labai mazas.

2 Zingsnis. Visiems scenarijams k£ = 1,..., K
sprendziamas tiesinis uzdavinys:

min w =e’ vt +e’ v
st.Wy+Iv* =Iv™ =h, -T x", (11)

y, v, v =20.

Jei kurioms nors & reikSméms w' > 0, tai reikia
apibrézti kintamuosius leistinumo pjiiviui:

D, =(")'T,,

(12)
d,,=(0")"hy,

pridéti leistinumo ribojima (8) ir pereiti prie pirmojo
zingsnio, kitaip — pereiti prie treciojo zingsnio.
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(6)

Algoritmo pradzia
1 _Zingsnis. Sprendziamas pagrindinis tiesinis
uzdavinys (master):

min ¢’ x+ 6

=0 ™
st. Ax = b,

Dx=d, I=1...,r, ®)
Ex+60=ze¢, [=1,...,s, 9
x>0,0€ER

Jei baigtinis sprendinys x* neegzistuoja, tai
sprendziamas modifikuotas uzdavinys:

(10)

3 Zingsnis. Sprendziami antro etapo uzdaviniai
visiems scenarijams (subproblem):

min w=gq, y|Wy=h, -T,x",y=0,k=1,.K. (13)

Apibrezti kintamuosius optimalumo pjtiviui:

r+l

= r
= Zpk(ﬂ;f) T,,
=

K (14)
= Zpk(ﬂZ)Thk ;

r+l

apskaiCiuoti 0’ =e  —E  x.

Jei 6" > w, reikia sustoti, x* yra optimalus
sprendinys.

Kitaip — pridéti optimalumo ribojima (9) ir per-
eiti prie pirmojo zZingsnio.
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Algoritmo pabaiga

Pirmojoje iteracijoje ribojimy (8), (9) néra ir
6 skaiCiavimuose nedalyvauja. Tokiu biidu spren-
dziamas uzdavinys atrodo taip: min ¢"x|4x = b,x > 0.
Sprendziant §j uzdavinj gaunamas pradinis sprendinys
x". Jei baigtinis sprendinys x" neegzistuoja, tai spren-
dziamas modifikuotas uzdavinys (10), kur antro eta-
po kintamieji jtraukiami j tikslo funkcija, padauginus
naudingumo koeficientus i$ pasirinkto mazo dydzio u.

Antrojo zingsnio uzdavinys sprendziamas vi-
siems scenarijams k£ = 1,..., K tol, kol visos tikslo
funkcijos reik§més nebus lygios nuliui.

Scenarijuy agregavimas

Scenarijy agregavimo metodas buvo pasitly-
tas Rockafellerio ir Wetso [5]. Véliau Wetsas aprasé
pagrindinius scenarijy analizés ir stochastinio opti-
mizavimo agregavimo principus [6]. Toliau Sis me-
todas buvo taikomas sprendziant jvairias konkrecias
problemas. Taip [7] agregavimo technika yra taikoma
sprendziant dviejy etapy gamybos uzdavinj, kai reikia
paskirstyti duotg biudzetg produkto komponentéms
pirkti. Daugelio etapy optimizavimo problemy neapi-
bréztumo sglygomis scenarijy analizé buvo nagriné-
jama [8]. Véliau scenarijy agregavimo metodas buvo
nagrin¢jamas [9] — buvo suformuluoti pagrindiniai $io
metodo taikymo kriterijai, paremti pavyzdziais. Ze-
miau apraSoma scenarijy agregavimo metodo esmeé.

Tarkime, kad turime stochastinio optimizavimo
uzdavinj, apibrézta tikimybinéje erdvéje (E, P), kur 2
yra galimy realizacijy aibé, P yra susijes tikimybinis
skirstinys. Tuomet galima uzrasyti:

min E{f (x.£)} = [ f (x.£)dP(&)
kai x€CCR",

(15)

kur f'yra tikslo funkcija ir C yra leistinyjy sprendiniy
aibe¢, apibrézta ribojimais.

Kadangi modelis priklauso nuo atsitiktinio vek-
toriaus ¢ ir jo tikimybinio skirstinio P, jis negali biiti
naudojamas kaip tinkama modeliavimo priemone,
kai prieinama tik ribota informacija apie atsitiktiniy
parametry pasiskirstyma. Tokiais atvejais dazniausiai
naudojama scenarijy analiz¢. Tarkime, kad neapibréz-
tumas yra modeliuojamas keleto scenarijy:

1 L
[5st],

ir kiekvienam scenarijui s € S randamas zemiau pa-
teiktos subproblemos (P,) sprendinys:

min f(x,s)

visiems x€C, CR".

S =

(16)
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Tarkime, kad mes zinome, kaip gauti kiekvieno
atskirai paimto scenarijaus sprendinj. Problema yra
ta, kad neaisku, kaip dirbti su skirtingais S priklauso-
my sprendiniy vektoriais, sprendziant jy sujungimo ir
bendro sprendinio gavimo problema [8].

Tarkime, kad optimalus sprendinys egzistuo-
ja kiekvienam s € S. Tuomet optimaly scenarijaus
sprendinj galima pazymeéti taip:

x' e argmin{f(x,s) | xE CS}.

Kai scenarijy sprendiniai visiems s i§ S yra
apskaiciuoti, jie analizuojami siekiant rasti bendras
tendencijas ar sprendiniy klasterius, nustatyti, kaip
sprendinys bty apskaiciuojamas, jei scenarijus s’ i§
tikryjy jvykty. Vidutinis sprendinys apskaiciuojamas
sprendinius x* padauginus i$ scenarijy tikimybiy; gau-
ti vidutiniai sprendiniai analizuojami toliau. Galutinis
analizeés tikslas yra gauti vieng sprendinj, kuris gali
biiti naudojamas priimant sprendima.

Tegu p, s € S yra scenarijy tikimybes. Kons-
truojamas jvertis, paZymintis vidutinj sprendinj:

A, s
x.=;psx ,

kur {xs} = {xl,. . .,xL} yra scenarijy problemy spren-
diniai. Cia turima omenyje, kad sprendinys X nepri-
klauso nuo scenarijy, t. y. mes galime zitiréti j spren-
dinj, kuris, apskritai imant, labiau reaguos j visus
dazniausius galimus jvykius nei j ypatingus atskirai
paimty scenarijy sprendinius x*. Tafiau X nebitinai
yra jmanomas. Sprendinys x yra priimtinas, jeigu
jis yra jmanomas kiekvieno konkretaus scenarijaus
atveju, t. y. x € C| visiems s i§ § arba ekvivalentiskai
xen _.C .

SES s

Tuomet galime apibrézti stochastinio optimiza-
vimo problema, kai kiekvienas scenarijus s yra susijes
su scenarijaus tikimybe p:

(17

min 3 p, /(x.5")
kai xeN, C,

(18)

Optimalus problemos sprendinys yra x".

Skaifiavimy rezultatai

Skaic¢iavimai buvo atlickami kompiuteriu, ku-
rio parametrai yra: Intel(R) Core(TM) i7-4500U CPU
@ 1,80 GHz 2.4 GHz, 8.00GB, x64-based proces-
sor. Programa realizuojama Microsoft Visual Studio
2010 C++ kalba, naudojant IBM ILOG CPLEX op-
timizavimo paketa. Testinis dviejy etapy uzdavinys
turi 20 kintamyjy ir 10 ribojimy pirmame etape ir 30
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kintamyjy bei 20 ribojimy antrame. Scenarijai buvo
padalinti i 1, 2, 5, 10, 20, 100 ir 500 grupiy. Skai¢ia-
vimai pakartoti 100 karty kiekvieno padalinimo atve-

1 lentelé. Skaiciavimy rezultatai

ju. Kiekvieno atvejo suvidurkinti rezultatai pateikti 1
lenteléje.

Grupiy sk. 1 2 5 10 20 100 500
Laikas (min.) 19,66 15,45 12,1 9,86 8,29 5,45 3,43
Iteracijy sk. 43,1 33,8 27,2 21,8 17,6 11,6 6,6

Vidutine pagrindinio (master) uzdavinio tikslo
funkcijos reik§meé yra TF = 182,58.

IS rezultaty matome, kad didinant grupiy skai-
¢iy skaiciavimo laikas ir iteracijy skaicius, reikalingas
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(A) ir (B).
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2 paveiksle pavaizduota vidutinio vienos ite-
racijos skaiCiavimo laiko priklausomybé nuo grupiy
skaiCiaus.
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2 pav. Vidutinio vienos iteracijos skai¢iavimo laiko priklausomybé nuo grupiy skaiciaus

I§ grafiko matyti, kad, didinant grupiy skaiciy,
vienos iteracijos skaiCiavimo laikas didéja. Taip yra
dél to, kad, didinant grupiy skaiciy, atitinkamai pa-
did¢ja pagrindinio (master) uzdavinio ribojimy skai-
cius.
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ISvados

1. Darbe sukurtas tolydziojo mato diskretizavimu
besiremiantis dekompozicijos metodas STP uz-
daviniams spresti, kai stochastiniai kintamieji ap-

raSyti absoliuciai tolydziuoju tikimybiniu désniu.
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2. Gauti rezultatai parodé, kad, didinant scenarijy Wets R. J.-B., 1989, Stochastic programming. Hand-
grupiy skaiciy, iteracijy skai¢ius sumazéja (zr. 1 books in Operations Research and Management Scien-
pav. B), drauge trumpéja bendras skai¢iavimo lai- ce. Vol. 1: Optimization. P. 573-629. o
kas tam paciam tikslumui pasiekti (zr. 1 pav. A). Rockafellar R. T.,.Wet.s R.J ..—B.., 1987, The pr1n01p1e.of

3. Didinant grupiy skaiéiy, vienos iteracijos skaicia- scenario aggregation in optimization under uncertain-

. . o . . . 1 ty, Working paper WP-87-119, Math. Oper. Res.
vimo laikas ilgéja. Taip yra dél to, kad, didinant W " . N i
. - " . D R ets R. J.-B., 1989, The aggregation principle in sce
grupiy Skalcwr" a.tltll"lka?lal padl.dga pagrindinio nario analysis and stochastic optimization. Algorithms
(master) uzdavinio ribojimy skaicius. and Model Formulations in Mathematical Program-
ming. P. 91-113.

Literatiira Jonsson H., Jérqsten K., Silyer E. A., 1993, Applicati-

on of the scenario aggregation approach to a two-sta-

1. BirgeJ. R., Louveauxl F. V., 2011, Introduction to Sto- ge, stochastic, common component, inventory problem
chastic Programming. Springer. New York. with a budget constraint. Furopean Journal of Opera-

2. King A. J., Wallace S. W., 2012, Modeling with Sto- tional Research. Vol. 68, issue 2. P. 196-211.
chastic Programming. Springer Series in Operations Rockafellar R. T., Wets R. J.-B., 1991, Scenarios and
Research and Financial Engineering. Springer. New policy aggregation in optimization under uncertainty,
York. Math. Oper. Res. 16. P. 119-147.

3. Wets R. J.-B., 1988, Large scale linear programming Cambou M., Filipovi¢ D., 2015, Model Uncertainty and

techniques. Numerical Techniques in Stochastic Opti-
mization. P. 65-94.

Scenario aggregation. Swiss Finance Institute Research
Paper No. 14-38. Prieiga per interneta: <http://papers.
ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract id=2441328>.

Summary

INVESTIGATION OF AGGREGATION PROBLEM IN TWO-STAGE STOCHASTIC
LINEAR PROGRAMMING

A. USpuriené, L. Sakalauskas

The paper focuses on a two-stage stochastic linear programming problem when second stage variables depend on a
random parameter with a normal (Gaussaian) distribution. Modified L-shaped algorithm using the optimization software
CPLEX was applied to solve this problem. The aggregation scenario to reduce the number of iterations of the optimization
process, the amount of resources to be used and the time required to produce an optimal solution have been analyzed in the
paper. The efficiency of aggregation method was tested using statistical simulation method.

Keywords: stochastic programming, scenario generation, aggregation, optimization, L-shaped method.

Santrauka

DVIEJU ETAPU STOCHASTINIO TIESINIO PROGRAMAVIMO UZDAVINIO
AGREGAVIMO TYRIMAS

A. Uspuriené, L. Sakalauskas

Darbe nagrinéjamas dviejy etapy stochastinio tiesinio programavimo uzdavinys, kai antro etapo kintamieji priklauso
nuo atsitiktinio parametro, pasiskirs¢iusio pagal normalyjj (Gauso) désnj. Sprendziant §j uzdavinj, pritaikytas modifikuotas
L pavidalo (L-shaped) algoritmas, realizuotas naudojant CPLEX optimizavimo paketg. Darbe nagrinéjamas scenarijy agre-
gavimo metodas, siekiant sumazinti optimizavimo proceso iteracijy skaiciy, naudojamy resursy kiekj ir optimalaus sprendi-
nio gavimo skai¢iavimo laikg. Agregavimo metodo efektyvumas istirtas statistinio modeliavimo biidu.

Prasminiai ZodZiai: stochastinis programavimas, scenarijy generavimas, agregavimas, optimizavimas, L pavidalo
(L-shaped) metodas.
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