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Santrauka. Straipsnyje pristatoma diskrecioji Boro-Jeseno tipo ribiné teorema Epsteino dzeta funkcijy rinkiniui.
Pateikiamas i$reikstinis ribinio mato pavidalas, kuriam gauti batina papildoma salyga. Gauta teorema apiben-
drina vienmate diskreciaja ribine teorema [16] ir papildo jungtiniy atvejy tyrimus [17] diskre¢iuoju rezultatu.
Pagrindiniai ZodzZiai: Epsteino dzeta funkcija, ribiné teorema, silpnasis tikimybiniy maty konvergavimas,
Haro matas.

Summary. In this paper, the discrete limit theorem of Bohr-Jessen type with an explicitly given limit measure
for a collection of Epstein zeta-functions is given. An extra condition is required to specify the form of the
limit measure. This theorem generalizes one-dimensional discrete limit theorem [16] and extends the joint
case studies [17] with a discrete result.

Keywords: Epstein zeta-function, limit theorem, weak convergence of probability measures, Haar measure.

Ivadas

Dzeta funkcijos yra vieni reikSmingiausiy objekty Siuolaikinéje analizingje skaiciy
teorijoje. Jy tyrimai ne tik suteikia jrankiy pirminiy skaiciy pasiskirstymo, grafy teori-
jos ar geometrijos uzdaviniams nagrinéti, bet ir taikomi sprendziant kity mokslo sri¢iy
problemas. Nors gerai Zinoma Rymano dzeta funkcija iSlicka matematiniy tyringjimy
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centre, pastaraisiais deSimtmeciais vis didesnis démesys skiriamas apibendrintoms dzeta
funkcijoms, kaip Hurvico (Hurwitz), Dedekindo (Dedekind) ar Epsteino (Epstein),
atskleidzian¢ioms naujy désningumy bei gilesniy sgsajy tarp analizinés ir algebrinés
skaiCiy teorijos. Daznai tai lemia ir praktiniy pritaikymy svarba. Pavyzdziui, sudétinga
Epsteino dzeta funkcijos, kuri yra Rymano dzeta funkcijos apibendrinimas, struktiira ir
sasajos su gardeliy (lattice) sumomis, lemia nuolatinj doméjimasi jos savybémis. Si
funkcija yra teoriniy matematiniy koncepcijy ir praktiniy jy pritaikymy pavyzdys.
Epsteino dzeta funkcija atlieka svarby vaidmenj jvairiuose fizikos [5] bei chemijos [10]
tyrimuose — taikoma Casimiro energijos skai¢iavimams kvantinés lauko teorijos
modeliuose [3], [6], molekuliy gardeliy energijos tyrimuose [13] ir kitur.

Tarkime, kad Q yra teigiamai apibrézta kvadratiné n X n matrica. Pazymékime
Q[x] ja atitinkancia kvadrating forma xTQx, visiems x € Z™. Dzeta funkcija {(s; Q),

s = o +it, s € C, susieta su Q[g], apibréziama eilute

o= Y (el >3
x€Z™\{0}

vadinama EpSteino dzeta funkcija. P. EpSteinas apibrézé Sig funkcijag [7] ir jrodé jos
analizin]j pratesimg j visg kompleksine plok§tuma. Jis taip pat pateiké funkcijos {(s; Q)
Rymano tipo funkcing lygt] bei nurodé tam tikrus rySius su teta funkcijomis. Véliau
U(s; Q) savybes ir elgsena nagrinéjo daug kity matematiky: Batemanas [1], Fomenko [8],
Hecké [11], Ivaniec [12], Pankovskis ir Nakamura [18], Selbergas ir Chovla [19],
Teiloras [22] ir kiti. PavyzdZiui, naujg rezultatg dzeta funkcijy reikSmiy sumy vir$
netrivialiy Rymano dzeta funkcijos nuliy tyrimuose pritaiké Garunkstis, Kondratavicius
ir Putrius [9]. Jie nagringjo sumg

z {(p; Q).

1<y<T
kur p =  + iy yra netrivialis Rymano dzeta funkcijos nuliai, o T — pakankamai didelis
teigiamas skaicius, ir pateiké iSreiksting jos formule specialiam Epsteino dzeta funkcijos
atvejui, kai Q [{] yra teigiamai apibréZta binariné kvadratiné forma, t. y.,

Q[x] = Q(xy, x2) = ax? + 2bxyx, + cx2,  (x1,%x;) €Z%, a,b,c €L
Epsteino dzeta funkcijos reikSmiy pasiskirstymo tam tikrose kompleksinés plokStumos
srityse klausimus nagrinéja Laurin¢ikas ir Macaitiené, kurie pateiké Boro-Jeseno tipo
tikimybines ribines teoremas, kai Q[ﬁ] = xTQx € Z, visiems x € Z™" \ {0}. Tam, kad
galima buty suformuluoti jy rezultatus, pazymékime B(X) erdvés X Borelio o-klase,
»measA“ — maciosios aibés A € R Lebego matg ir

Proo(A) = %meas{t € [0,T]:¢(c +it;Q) € A}, A € B(C).
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Pirmoji tolydaus tipo ribiné teorema funkcijai {(s; Q) pateikta 2018 m. Jrodyta [15], kad
erdvéje (C,B(C)) egzistuoja toks iSreikstinj pavidala turintis tikimybinis matas Py,
kad Pr g s, fiksuotam o > kai T - o, silpnai konverguoja j Py . LaurinCikas ir

Macaitiené nagrinéjo ir sudetmgesn; — diskretyjj minétos teoremos atvejj [16].
Pazymékime #A aibés A elementy skai¢iy ir Ny = N U {0}. Jie ijrodé, kad erdvéje
(C,B(C)) egzistuoja tikimybinis matas Py o 1, jog fiksuotiems o > nT_l irh>0,

Pyoon(4) = ! = #{0 < k < N:g(o +ikh;Q) €4}, A€B(O),

kai N — oo, silpnai konverguOJa 1 Py o1 Straipsnyje taip pat pateiktas iSreikStinis ribinio
mato pavidalas. Siekdami apibendrinti vienmatj tolydyjj atvejj, autoriai i$tyré ir jungtinj
Epsteino dzeta funkcijy rinkinio reikSmiy pasiskirstyma. Straipsnyje [17] jrodyta
tolydaus tipo jungtiné ribiné teorema Epsteino dzeta funkcijoms. DiskreCiojo atvejo
apibendrinimas iki Siol néra iSnagrinétas.

Tyrimo tikslas — jrodyti diskreciajg ribing teoremg Epsteino dzeta funkcijy
rinkiniui.

Tyrimo metodai. Diskrec¢iyjy ribiniy teoremy jrodymai remiasi EpSteino dzeta
funkcijos savybémis, silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo principais, Prochorovo
(Prokhorov) sarysiais bei ergodinés teorijos elementais.

Epsteino dzeta funkcijos apibrézimas ir savybés

Epsteino dzeta funkcija {(s; Q) teigiamai apibréztai kvadratinei n X n matricai
Q (xTQx > 0, visiems rinkiniams x € Z" \ {0}) apibréZiama eilute

- n
U(s; Q) = z (gTQg) ° G>E, s=oc+iteC.
x€Z™M\{0}
Funkcijos {(s; Q) analizinio pratesimo galimybé bei Rymano tipo funkcinés lygties
egzistavimas priklauso nuo kvadratinés matricos: jei Q teigiamai apibrézta, {(s; Q) yra
analiziSkai pratesiama j Visq kompleksing plokstuma, iSskyrus paprastajj poliy taske

s = % su reziduumu ————— (¢ia ['(s) yra Oilerio gama funkcija), ir turi funkcine

Ir'(n /2)1/d tQ
Rymano tipo lygtj:

TS Q) = ([detQ) I3 (5 - 5)3 (5 - 5:077),

Tadiau jei Q néra teigiamai apibrézta, tuomet {(s; Q) nagrinéjimas tampa itin sudétingu
dél jos sasajy su automorfinémis formomis, tokiomis kaip Maso (Maass) formos.
Funkciné lygtis leidzia identifikuoti Epsteino dzeta funkcijos trivialiuosius
nulius, esancius taskuose s = —m. Apie kity, netrivialiyjy, nuliy iSsidéstymg zinoma
nedaug, todél jy nagrinéjimas yra viena i§ aktualiausiy problemy tiriant $ios funkcijos
savybes. Pavyzdziui, Zinoma, kad su tam tikromis matricomis Rymano hipotezés
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analogas funkcija {(s; Q) negalioja — egzistuoja nuliai uz kritinés tiesés. Be to, jrodyta
[21], jog skirtingai nuo {(s) funkcijos, {(s; Q) nuliai néra simetriSki kritinés tiesés
o= % atzvilgiu. Taciau egzistuoja ir tokie atvejai, kai Epsteino dzeta funkcija
iSreiSkiama kitomis funkcijomis, kuriy savybés atskleidzia jos elgseng. Tegul Q = I, yra
n-maté vienetiné matrica. Tuomet tam tikroms n reikSméms EpSteino dzeta funkcija

x(n)
ns '’

iSreiSkiama Rymano dzeta bei Dirichlé L funkcijy L(s,A) = Y=y o > 1, tiesine

kombinacija. Pavyzdziui,

U(s; ) = 20(2s), U(s; 1) = 4C(s)L(s, Xa),
U(s;1,) = 8(1 — 227%)Y(s)e(s — 1),

¢ia L(s,Xx4) yra Dirichlé L funkcija su ne pagrindiniu Dirichlé charakteriu moduliu 4. Jei

.....

o=r Jei Rymano hipotezés analogas galioja Dirichlé L funkcijai, tuomet visi

o . . 1. 1 N . .
netrivialds {(s; I) nuliai yra ant tiesiy ¢ = Siro=-. Beje, §i funkcija yra specialus
Dedekindo dzeta funkcijos atvejis. Analogiskai, jei teisinga Rymano hipotezé ir jos
analogas Dirichlé L funkcijai, tuomet netrivialdis {(s; I,) nuliai yra ant tiesiy 0 = > bei

3. . . [ 1. -1 .
o=cir be galo daug nuliy ant tiesés o = 2. Tiesés 0 = Siro= nT vadinamos
kritinémis {(s; Q) tiesémis. Taciau sudétingesniy matricy atveju apie nuliy
pasiskirstymg zinoma labai mazai. PavyzdZziui, nieko neZinoma apie funkcijos, susijusios
su modulinémis formomis

65520
U(s; Lyg) = W{C(S)Z(S —11) — L(s; A)},

nuliy pasiskirstyma. Cia L(s,A) = Yoo_; t(m)m~° yra Dirichlé L funkcija, susieta su
Ramanujano t-funkcija, apibréZiama Zemiau pateikta suma bei iSreiskiama sandauga:

Ag) = Z (m)q™ =q 1_[(1 —q™?*,
m=1 m=1
kur g = exp(2mit) ir T yra i§ virSutinés pusplok§tumeés, o £,, yra su Lecho (Leech)
gardele susijusi matrica
_ 41, 0‘1_2’112) (0 et

L24 - (c/qt - 2 * 112 4 : 112 ! kurdq o (—e C),
", k-1 * . . . *
gae=(1,...,D7,C = ((?))151( et 0 (H) yra Lagranzo simbolis (ﬁ)
{(s; Q) gali buti uZraSoma paprastgja Dirichlé eilute, jei tenkinamos papildomos
salygos. Pazymékime H virSuting kompleksinés plokStumos pusplokstume, o pilnos
modulinés grupés

SL(2,7Z) ={(? Z):a,b,c,d €7Z,ad — bc = 1}
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Hekés pogrupj pazymékime
Io(q) = {(i‘ Z) .SL(2,7), ¢ = 0(mod q)},

kuris vadinamas kongruenéiuoju pogrupiu (mod q),q € Z... Jeigu visoms ((cl Z) €

I[p(q) funkcija F srityje H tenkina funkcine lygtj

F <az +b
cz+d
ir yra analiziné paraboliniuose [}, taSkuose, tuomet F vadinama svorio K ir lygio q

) = (cz+d)*F(z), k€N,

moduline forma.

Kaip jau zyméjome jvade, tegul Q[{] = xTQx ir tarkime, kad Q[{] yra
sveikasis skaiius su kiekvienu sveikyjy skaiciy rinkiniu x € Z™\{0}. Tegul ro(m) =
#{g A Q[&] =m,n€ NO}. Tuomet, pusplokStuméje o > %, Epsteino dzeta funkcija

gali biiti uzraSoma paprastaja Dirichlé eilute

i(s;Q) = Z rQn(l—T)-

Epsteino dzeta funkcijos iSraiskai nagrinéti pasinaudosime Zinomais rezultatais. Pries tai

primename, jog eilutés E, (z) = Z(a b
c d

eilutémis. Fomenko jrodé [8], jog eiluté

)Ero(q)(cz + d)~*, k > 2, vadinamos Eisensteino

(0]
6(z Q) = z ro(m)e?™m,
m=0
yra svorio % moduliné¢ forma ir gali biiti iSreiSkiama Eisensteino eilutés Eqy(z) =

2mimz

Yim=0€q (m)e?™™mZ jr parabolinés formos Fo(z) = fo(m)e suma, t. y. 0(z; Q) =
Eo(2) + Fy(2). I8 Cia seka, kad pusplokStuméje o > % Epsteino dzeta funkcija gali buti

fo(m)

mS

igreiskiama dzeta funkcijy J(s; EQ) = Zﬁzl% ir (s; FQ) =Yg

suma. Sis
iSskaidymas vaidina ypatingai svarby vaidmenj nagringjant {(s; Q) reikSmiy
pasiskirstyma. Ivaniec jrodé [12], jog lyginiams n > 4, Eisensteino eiluté Eq(z) yra
svorio % irlygio ¢ € N modulin¢ forma, o q yra toks, kad q(2Q)~! yra integrali matrica.
Dar anks¢iau Heké jrodé [11], jog Z(s; EQ) gali biti iSreiSkiama elementy
(kD™SL(s, x)L (s - % +1, (pl) tiesine kombinacija, kur k ir [ yra teigiami q dalikliai,
Xi it @; yra atitinkami Dirichlé charakteriai moduliu % ir %, o L(s,xx) ir L(s, @;) —
Dirichlé Lfunkcijos. I§ &ia ir sumos {(s; Q) = {(s; EQ) + ((s; FQ) seka, jog Epsteino
dzeta funkcija pusplokstuméje o > nT_l iSreiSkiama atitinkamy Dirichlé L funkcijy

tiesine kombinacija
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K L o
sQ) = Z Z;s—’(llsL(s, X)L (s - g +1, (pl) + Z fQTSSn)_
k=11=1 )

Cia ay; yra kompleksiniai skai¢iai, o X, 1 < k < K bei ¢;, 1 <1 < L — tarpusavyje

neekvivalentls Dirichlé charakteriai (moduliais % ir %), K,L € N,. Be to, jei lyginiams n

n 1
fo(m) =0 (m?‘i”), £>0,

f‘ir(;n) konverguoja absoliuciai pusplokS§tuméje o > nT_l

tai eiluté Yoo _;
Kvadratiniy formu pavyzdziai. Tarkime, kad n = 2. Imkime simetring
matricag Q = (i é) ir sveikyjy skaiciy rinkinj x = (x4, x,). Tuomet

ozl = (a1 =) (T 5)(ih) = @t +30) ()

= 2x% 4 x,%, + 1%, + 3x5 = 2x2 + 2xyx, + 3x2.

2 3 1
Tarkime, kad n = 3. Tuomet matricg Q = <3 3 4> atitinka kvadratiné
1 4 4
forma
X1
Q[x] = (x1 x2 x3)Q <x2> = 2x% + 3x2 + 4xZ + 6x,x, + 2x,x3 + 8x,%5.
X3

Diskrecioji jungtiné ribiné teorema

Laurincikas ir Macaitiené nagrinéjo diskretyjj vienmatj atvejj ir jrodé ribing teorema
[16], kai postiimiai yra i§ aritmetinés progresijos {kh: k € Z,}, h > 0. Siame straipsnyje
analizuojamas jungtinis diskretusis atvejis.

Pazymékime h = (hy, ..., h,), hj > 0. Tegul Qj, j=1,..,7, yra teigiamai
apibrézta kvadratine n; X n; matrica ir ((sj ;Q j) atitinkamai — Epsteino dzeta funkcija.
Naudosime zyméjimus

Q=(Q10),  s=(10s)  (55Q) = (Y600, ,3(s Q).
Kaip minéjome, EpSteino dzeta funkcija gali biiti iSreiSkiama atitinkamy dzeta
funkcijy suma, t. y.
U(s5:0)) =¢(s:Eq,) + 85 Fa,) J=1.0m,
kur ¢ (sj ; EQ],) yra tam tikra dzeta funkcija, susieta su Eisensteino eilute, o Z(sj ; FQ].) -
dzeta funkcija, susieta su paraboline forma. Pastaroji iSraiSka bei Hekés [11] ir Ivaniec
[12] rezultatai leidzia teigti, kad fiksuotiems og; > n’T_l Epsteino dzeta funkcija

iSreiSkiama Dirichlé L funkcijy tiesine kombinacija
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Ki L oo
Ay n; fQ(m)
i(s5;0Q) = Z st_liL(serkj)L (Sj - ?] +1, (sz) + Z 'r]nsi ) €Y)
k=1 1=1 m=1

kur L(sj, )(kj) ir L(sj,<plj) yra atitinkamos Dirichle L funkcijos, ay;; kompleksiniai
koeficientai, K, L; € N,. Be to, eiluté

o fo, ()
ZQle'

m=1

. nj—1 e . ) o oy .
kai g; > ’T, absoliuéiai konverguoja. Detalés, susijusios su (1) iSraiska, yra pateiktos

[15], [16] bei [18] straipsniuose.
Tegul y yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plok§tumoje. Apibrézkime

a-[Tw

kur P yra visy pirminiy skaiCiy aibé, o y, =y = {s € C:|s| = 1} yra vienetinis

begaliniamat] erdvinj tora

apskritimas kompleksinéje plokstumoje, p € P. Remiantis Tichonovo (Tikhonov)
teorema, toras () yra kompaktiSka topologiné¢ Abelio grupé, todél erdvéje (Q,B(Q))
egzistuoja tikimybinis Haro matas m,;. Taigi, turime tikimybing erdve (Q, B(Q), my).
Pazymékime w(p), p € P, p-3ja elemento w € Q komponente, o funkcijos w(p)
apibrézimo sritj iSpléskime j natiiraliyjy skaiciy aibe N:

w(m) = 1_[ w*(), m eN.

p*im

pa+1*m
Tegul

A =0, xxQ,

kur ; = Q visiems j = 1, ..., 7. Tokiu atveju, Q" taip pat yra kompaktin¢ topologiné
Abelio grupé, todél galime apibrézti tikimybing erdve (Q7, B(Q"), my), kur my yra
tikimybinis Haro matas erdvéje (Q7,B(Q7)). Pazymékime w;(p) p-3ja elemento
w; €Q;, p€P, j=1,..,7, komponente ir iSpléskime w;(p) apibrézimo sritj j
natiiraliyjy skai¢iy aib¢ N (analogiSkai kaip ir vienmaciu atveju [16]). Toro (1 elementus
pazymékime w = (w4, ..., w,) ir tikimybingje erdvéje (QT,B(Qr),mH) apibrézkime
C"-reik8mj atsitiktinj elementg

E (Q; w; Q) = (((0-1' wW1q; Ql)' ) Z(Gr' Wy; Qr)):

kur
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. a0 () (D) n
¢(0p 05Q5) = ZZ k”kf:,la, L(oj wp20)L (o5 -5+ L, 9y)

fo,(Mw;m)
+ZT, j=1,..,r,
m=1
ir

L(oj, wj, x5) = n< Xk"(p)w’(p)> ,

peEP
n; @i(Pw;()\
L(O'J'_?]‘Fl,wj:(l’lj):l_[ 1- %
peP pcj—7+1

Atsitiktinio elemento (g, w; Q) skirstinj pazymékime

Piog =mu{we0:{ (0w Q) €A}, AeB@).

Be to, L(P, h, ) pazymékime aibe
L(]P’,Q, T[) ={(hylogp:p € P),...,(h.logp:p € P),2m}.

Dabar galime suformuoti pagrinding diskretaus tipo ribing teorema, kuria jrodysime
kitame skyriuje.

Teorema. Tarkime, kad n; =4, aibée L(IP, h, n) yra tiesiSkai nepriklausoma
virs racionaliyjy skaiciy kiino Q ir o; > an_l, Jj=1,..,7, yra fiksuoti. Tuomet

P A) = 1#O<k<N ikh A A e B(C

N.Q,g,ﬂ( )_N—-|-1 { s = £(£+l _,Q)G }, € ( ):

kai N — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento { (g, w; Q) skirstinj.

Diskreciosios teoremos jrodymas

Diskreciosios teoremos jrodymui biitina pagalbiné lema ant toro Q" = Q; X ... X Q,.
Apibrézkime

QL (A) = %#{0 <k<N:((p*M:peP),.., (p*irpeP)) 4}, 4

€ B(Q").

1 lema. Tarkime, kad aibé L(IP’, h, n) yra tiesiSkai nepriklausoma virs
racionaliyjy skaiciy kino Q. Tuomet Qf;, kai N — oo, silpnai konverguoja j Haro matq
my.

Irodymas. Pazymékime gN(h,.. l ) kur [ —( ip€Z pE [P) j=
1, ...,r, mato Q} Furje transformacija, t. y.,
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N T *
! . 1 ikhol
gyl ly) = f (nw " (p) - ﬂw ”(p)> dQy = 12 p~ kil
peP peEP k=0 j=1 peP
N+12exp<—1k22h logp>, (2)
j=1peP

Cia simbolis * zymi, kad tik baigtinis skaiCius sveikyjy l;;,, skiriasi nuo nulio. Akivaizdu,
kad

gn(0,...,0) = 1. (3)
Tarkime, kad (Ll, ...,!r) * (Q, ,Q) Tuomet

r *
Al 1, o0 1,) = exp (—iz > by 1ogp> 1, )

j=1peP
jei bent vienas i8 [;;, yra ne nulis. I$ tiesy, jeigu (4) néra teisinga, tuomet
Al Ly, L) = 2T
su tam tikra v € Z reikSme. Taigi, i$ ¢ia seka, kad
r *

ZZ hjlip logp + 2miv = 0

j=1peP
su tam tikra v; € Z, taciau tai prieStarauja salygai, jog aibé L(]P’, h, T[) yra tiesiskai

nepriklausoma vir§ Q. Taigi, gauname priestarg, kas rodo, jog (4) yra teisinga. Vadinasi,
i8 (2) seka, kad

1= (b))
W+D (1= Ak L))

QN(Q' ""£r) =
I$ &ia bei (3) gauname, kad

lim gN(O (5)

N->oo

o ={ )= 00
0.jei (L) = (0., 0).

Pastebime, kad desinioji (5) lygybés pusé yra mato my Furje transformacija, kas ir
jrodo lema.

Si lema sudaro salygas kitos pagalbinés lemos, biitinos pagrindinei teoremai
jrodyti, formulavimui. Apibrézkime matus

Phimoo(A) = NLH# {o<k <Ny (a+ikh Q) €4,
ir
1

Pimngow@® =g #{0 <k < Nigy (o + ikh w; @) € 4},
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kur A € B(C"), o {y (E, w; Q) yra konstruojama analogiSkai kaip ir {y (g, w; Q)
jungtiniu tolydziuoju atveju [17], funkcijas (y, (sj, w; Q j) keic¢iant funkcijomis
ZM(SJ',(A)]'; Q]),] = 1, v, T

Tegul up,: Q" — C" apibréziamas funkcija

up(@) = 4 (5,0 Q).

0 V0,0 = my(upy)~". Tuomet, remiantis 1 lema, galime formuluoti Zemiau pateikta
diskrgtlJLji tolydziosios lemos i§ [17] analogg. Sios lemos jrodymas yra analogiskas
minétos lemos i§ [17] irodymui, todél nepateikiamas.

2 lema. Tarkime, kad aibé L(IP’, h, n) yra tiesiSkai nepriklausoma virs Q, g >
an_lyra fiksuota ir w € N7, j=1,...,r. Tuomet PK,’M‘QQ ir PIG,M,Q.Q.Q’ kai N — oo,
silpnai konverguoja j Vy g o-

Kaip jau zyméj ogqe ankstesniame skyriuje, tegul

35w Q) = (3(s1, w15 Q1) -, Usp, 0013 Q).

3 lema. Tarkime, kad a; > an_lyraﬁksuoti, j=1,..,r. Tuomet

llm lim sup

Moo Noewt N + 1 P(E(Q+ikﬁ;g),gM(Q+ikﬁ;Q)>:0
k=0

ir, beveik visiems w € 07,

llm lim sup
M- N 1 —

(e 0) o+ 0) o

Irodymas. Remiantis vienmaciu diskreCiuoju atveju, zr. 3 lemg i§ [16], turime, kad

llm lim sup

Jim lim su NHZIZ(JJ+ikhj:Q)—cM(aj+ikhj;Q)|=o, P

I§ ¢ia seka pirmasis lemos tvirtinimas.
AnalogiSkai, remiantis 8 lema i§ [16], gauname, kad Haro mato m;y, apibrézto

(2,8()), j = 1,...,7. atavilgiu, beveik visiems w; € 0,

N
o 1 . ,
Illll_r)rgo hr]\r]:solij—HZK(Gj + ikhj, wj; Q) - (M(Gj + ikhj, wj; Q)| =0. (6)

k=0

Tarkime, kad pastaroji lygybé galioja tam tikrai aibei ﬁj cQi,ty. ij(ﬁj) =1,

kiekvienam j = 1, ..., . Apibrézkime torg 07 = {; X -+ X ﬁj. Kadangi Haro matas my

yra Haro maty m;y sandauga, j = 1, ..., 7, tai
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my(Q7) = my;(Qy) - mp(Qr) = 1.

I3 ¢ia ir (6) lygybés seka antrasis lemos tvirtinimas.
Kita lema skirta transformacijos aibéje " ergodiSkumui jrodyti. Pazymékime

ap = ((p‘ihlz p€eP),.. (p7h:pe IP’))
ir apibrézkime toro " transformacija
¥p(0) = anw, weq,

kuri yra macioji, matg i§sauganti transformacija tikimybinéje erdvéje (Qr, B(QN), mH)
Kaip zinoma, aibé A € B(Q") vadinama invariantine W, atzvilgiu aibe, jeigu aibés A ir
Ap = Wp(4) viena nuo kitos skiriasi nulinio mato aibe, t. y. m,(AAA,) =0.
Transformacija W), vadinama ergodine, jeigu jos invariantiniy aibiy o -kinas yra
sudarytas 1§ aibiy, kuriy matas my lygus 0 arba 1.

4 lema. Tarkime, kad aibé L(IP, h, n) yra tiesiSkai nepriklausoma virs
racionaliyjy skaiciy kiino Q. Tuomet transformacija ¥y yra ergodiné.

Irodymas. Grupés Q" charakteriai x apibréziami sandauga

x(w) = ﬁ n " (p).

j=1 peP
Pazymékime § funkcijos g, apibréztos ", Furjé transformacija. Pirmiausia, tarkime,
kad x yra netrivialusis charakteris (t. y. su visais w; € (;, charakteris x(mj) £ 1).
Taigi, jei x yra netrivialusis charakteris, tuomet (Q, . [T) * (Q, ) Q). Be to, tarkime,
kad A yra invariantiné Wy, atzvilgiu aibé ir [, — jos indikatorius. Tuomet

Ia(anw) = Ia(w) (7
beveik visiems w € Q7. Be to, atsizvelgiant j (4),
x(an) # 1. (®

Pasinaudoje Haro mato my invariantiskumu ir (7) lygybe, gauname, kad

Lo = fﬂ x(@)la(w) dmy = fQTX(QQQ)IA(QQQ) dmy

= (@) | x(@)ii(@) dms = x(@)300 ©

I3 ¢ia ir (8) seka, kad I,(x) = 0.

Lieka iSnagrinéti trivialaus charakterio atvejj. Tarkime, kad y, yra trivialusis
grupés Q7 charakteris ir I, (o) = T. Tuomet i§ charakteriy ortogonalumo ir (9) lygybés
gauname, kad atitinkamam charakteriui y,
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700 = [ X(w)dmy = 160 = 700.
ar
Gerai Zinoma, kad funkcija visiskai apibrézia jos Furjé transformacija. Taigi, I, (9) =1
su beveik visais w € Q". Kadangi IA(Q) yra indikatorius, tai T = 0 arba 1. Kitaip
tariant, su beveik visais w € Q gauname, kad my(A4) = 0 arba my(A) = 1. Vadinasi,
Wp, yra ergodiné. Lema jrodyta.

Dabar nagrinékime matg V,C,,Q_g . I§ funkcijos u}, apibrézimo (ujM(mj) =

(M(Gj, wj; Qj)) turime, kad
V,\Z,Q_G((Cx~~~><C><A><Cx~~~><@)
T

=myu{w € Q": {y (01, wy; Q1) €C, ---JzM(Gj—lrwj—l; Qj—l) €,
ZM(Uj'U)jZ Qj) €4, (M(0j+1'00j+11 Qj+1) €C, ..., 0y(or, w,; Q) € C}
=myu(Qy) "'mj—1,H(Qj—1) mip{w; € Q;: ZM(Gj,w,-; Qj) € A}
X mj+1,H(Qj+1) My (Q)
= mjy(upiA4), A€ B(C).
Vadinasi, marginalieji VA’,},Q,Q matai V,C,,Qj,(,j sutampa su vienetinmaciais matais,
nagrinétais [15] ir [16] (kai h yra toks, kad exp{znTm} yra iracionalusis skaicius). 2
teoremos [15] jrodyme buvo gauta, kad VM0 kai M — oo, silpnai konverguoja j tam
tikra mata, apibrézta (C,B(C)) . Taigi, $eima {VAT,,Q],,G],: M € N} yra reliatyviai
kompaktiSka, todél pagal atvirksting Prochorovo teorema [2] ji yra suspausta.
Taigi, pasinaudoje¢ 3 lemos i§ [17] jrodymu, galime formuluoti tvirtinimag
tikimybiniy maty Seimai {Vy; g 5 }-
5 lema. Tarkime, kad aibé L(]P’, h, n) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q ir g; >
n"T_l yra fiksuoti, j = 1,...,r. Tuomet tikimybiniy maty Seima {V,C,,g’g: M € N} yra
suspausta.

Pagrindinés teoremos jrodymas. Tegul 1 yra atsitiktinis dydis, apibréztas tam
tikroje tikimybinéje erdvéje, kurio skirstinys yra

=k}=——, k=01,..,N,
u{ny } N+1
ir Xy, =Xy (g, Q) yra C"-reikSmis atsitiktinis elementas su skirstiniu V&,g,g- Tuomet,
pasinaudojus silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo ekvivalentu skirstiniams, 2 lemos
tvirtinimas matui Py o - gali biti iSreikStas sarysiu

D
&C’M‘ﬁ—)ﬁ, N - oo, (10)
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D
kur — zZymi konvergavima i skirstinj, o

Xymn = XNmn (Qr Q) =m (2 +inyh; Q)
Kadangi, remiantis 5 lema, $eima {Vy o} yra suspausta, pagal klasiking Prochorovo
teorema ji yra reliatyviai kompaktiska. Tod¢l egzistuoja tokia seka Xj;, = Xp, (g, Q),
kad

D
_,T,,k - Pég, k - oo, (11

tam tikram tikimybiniam matui Pj 5 i$ (€7, B(C")). Dabar tegul

v =Y (2,0) =¢(o+ ik Q)
Tuomet, atsizvelgus j 3 lema, kiekvienam &€ > 0,

I‘}Iim lim sup p{p(Y§, X5 u) = €}
20 Nooo

N

. . 1 r i
< Jim im e gy ) (8o + k15 0) G (o+ ks )
=0.

I§ ¢ia, (10) ir (11) sarySiy bei 4.2 teoremos i§ [2] gauname, kad Py o 5, kai N — o,
silpnai konverguoja j Py ;. Taigi,
D
Xy = Pog M - oo, (12)
Apibrézkime dar vieng pagalbinj matg

1
Pl gono(@) = N—+1#{0 <k<N:g(o+ikhw Q) €A}, AeB(C.

Tuomet, pasinaudoj¢ 3 lema ir (12), gauname, kad Py ohws kal N = oo, taip pat

QS

silpnai konverguoja i P .

Liecka identiﬂl;uoti ribinj matg Pj . Naudosime silpnojo tikimybiniy maty
konvergavimo ekvivalentg tolydumo aibiq_terminais. Tegul A yra fiksuota ribinio mato
P§ 5 tolydumo aibe, t. y.

P(S,g(&A) = 0, ¢ia §A zymi aibés A sieng. Tuomet
I\IIEEOPIC,Q,Q,Q,Q(A) = Pég(A)- (13)
Erdvéje apibrézkime atsitiktinj dydi

o) =|Leiowe) e
0, kitais atvejais.
Tuomet turime, kad
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EE" = er(g)dmy = mH{g eqnr: E(g,g; 2) € A} def Pﬂr:Q'g(A)' (14)
ar

Kadangi grupé W), yra ergodiné (zr. 4 lema), tai ir procesas § yra ergodinis. I8
diskreciosios Birchofo-Chint¢ino (Birkhoff-Khintchine) teoremos versijos [22] seka,
kad beveik visiems w € Q7

lim N—HZE’ ¥ (w)) = E¥" (15)

Taciau i§ & ir ¥}, apibrézimy turime, kad

%HZET (‘Pﬂr(g)) =%H#{O <k< N:E(g+ ikﬁ,g;g) GA}

Taigi, atsizvelgus i (13) gauname, jog Pj(A) = P{;Q_Q(A) su visomis mato Pj s

tolydumo aibémis A. Kadangi Sios aibés sudaro determinuojancia klase, gauname, kad
visoms aibéms A € B(C"),
Pég(A) = PET;QE(A).

Teorema yra jrodyta.
ISvados

Straipsnyje pateikiamas diskretaus tipo jungtinis tikimybinis rezultatas, kad fiksuotiems
nj-1

g > ,J = 1,..,7, matas

N;H#{O <k <N: Z(0+Lkh w; Q) } A€ B(C),
kai N — oo, silpnai konverguoja j tam tikro atsitiktinio elemento skirstinj.
Akcentuotina tai, kad prieSingai nei tolydziuoju atveju, ribinio mato israiskai nurodyti
bitinas  aibés L(P,h,m) = {(hylogp:p € P), ..., (h,logp:p € P),2m} tiesinis
nepriklausomumas vir§ Q. Be Sio reikalavimo galima jrodyti tik ribinio mato
egzistavima.

Dubicko ir Laurinéiko straipsnyje [4] irodyta (1.5 teiginys), kad visiems
vektoriams (hy, ..., h,) € R, iSskyrus aibes, kuriy Lebego matas lygus nuliui,
L(P, hy, ..., h,; ) yra tiesiS8kai nepriklausoma vir§ racionaliyjy skai¢iy aibés Q. Kita
vertus, yra ganétinai sunku rasti konkrety A4, ..., h,. rinkinj, kad L(P, h4, ..., h,; T0) bity

31



eISSN 1648-8776 Jaunyjy mokslininky darbai / Journal of Young Scientists

tiesiskai nepriklausoma. Nesterenko jrodé [14], kad aibé L(PP, A4, ..., h,; 1), kai hy = 1,

hy =2, ..., hj = \/pj-1, «, by =/Pr—1, kur p; Zymi j -gjj pirminj skaiCiy, yra
tiesiskai nepriklausoma vir§ Q.
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